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1 ЗАГАЛЬНІ  ПОЛОЖЕННЯ  

Кожен студент виконує самостійно контрольні роботи, передба-
чені навчальною программою. Якісне засвоєння курсу теоретичної 
механіки вимагає не тільки глибокого вивчення теорії, але й набуття 
твердих навиків у розв’язанні задач. 

Викладач задає кожному студенту номер завдання та номер варіанту. 
Самостійну роботу слід виконувати у відповідності до вимог 

стандарту, згідно з яким виконуються контрольні, курсові та дипломні 
роботи. 

Перед розв’язуванням кожної задачі потрібно: 
− виписати повністю її умову з числовими даними; 
− викреслити акуратно ескіз розрахункової схеми в масштабі; 
− вказати на ескізі позначення літерами тих величин, які необ-

хідні для розрахунку. 
Розв’язок кожної задачі потрібно супроводжувати короткими по-

ясненнями і чіткими кресленнями, вказуючи розмірності всіх величин, 
отриманих за розрахунками. Всі розрахунки виконувати до двох знаків 
після коми. 

Самостійну роботу небхідно оформити як звіт у відповідності зі 
стандартом [12] на папері. Вигляд титульного листа наведено у додат-
ку Е. Після перевірки самостійної роботи студент повинен виправити 
в ній всі зазначені помилки і виконати всі вказівки викладача. Якщо 
робота не зарахована, потрібно в найкоротший термін виправити за-
значені помилки і подати її повторно на перевірку. Усі виправлення, як 
в зарахованій, так і в незарахованій самостійній роботі, потрібно ви-
конувати в тому самому звіті після рецензії викладача. До іспиту з ди-
сципліни контрольна робота має бути зарахована. 

2 ЗАВДАННЯ  ДЛЯ  САМОСТІЙНОЇ  РОБОТИ  

2.1 K.1 Дослідження руху точки 

 За заданими рівняннями руху точки М установити вид її траєк-
торії, побудувати траєкторію і вказати положення точки на тра-
єкторії для часу ( )321   ,,, =tcti . 
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 Визначити швидкість, тангенціальне, нормальне та повне при-
швидшення точки, радіус кривизни траєкторії, а також закон ру-
ху точки. 

 Побудувати ці вектори на траєкторії для точки в заданий момент 
часу. 

 Побудувати графіки швидкості, нормального, тангенціального і 
повного пришвидшень та графік руху точки. 
Необхідні для розрахунку величини наведено в таблицях 2.1 і 2.2. 

Таблиця 2.1 

Рівняння руху точки Час, с 

В
ар
іа
нт

 

( )tfx = , м ( )tfy = , м 1t  2t  3t  

1 tcosω2 * ( )24 2 tcos ω  6π  0 2π  

2 2t ( )2212 t−−  0 1 0.5 

3 ( ) 246 +tsin π  ( )433 tcos π−  0 2 4 

4 32 2 +− t  t5−  0 0.5 1 

5 ( ) 234 2 +tcos π  ( )34 2 tsin π  1 0 0.5 

6 ( )661 tsin π+  ( ) 264 −tcos π  0 3 6 

7 ( )423 tcos π−  ( ) 142 −tsin π  0 4 2 

8 3t 256 tt −  1 2 3 

9 ( )2320 tcos π  ( )2320 tsin π  0 1 0.5 

10 ( ) 332 +− tcos π  sin ( ) 132 −tπ  1 0 0.5 

11 44 +t  ( )14 +− t  1 2 0 

12 5−2cos ( )3tπ  3sin ( ) 23 −tπ  1.5 3 4.5 
 
                                                 
* ω=1 рад/c 
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Продовження таблиці 2.1 

Рівняння руху точки Час, с 

В
ар
іа
нт

 

( )tfx = , м ( )tfy = , м 1t  2t  3t  

13 10cos ( )t3  3+3t 0 3π  6π  

14 ( )tcos π24  ( )tsin π4−  0 1 0.5 

15 ( )213 t+  ( )213 t+  1 0 0.5 

16 ( ) 345 2 +tsin π  ( )452 2tcos π−  1 2  2 

17 t+2 2cos(2t) 0 π  2π  

18 12cos(3t) −2sin(6t) 0 4π  2π  

19 3−8sin ( )6tπ  −6cos ( )6tπ  0 3 1.5 

20 2−3t−6t2 3−3t/2−3t2 0 1 2 

21 cos3t cos t 0 4π  6π  

22 5e2t 5e−2t 0 0.5 0.3 

23 3t 4t2−1 0 0.5 1 

24 cos ( )2tπ  2sin ( )2tπ −1 0 1 2 

25 2cos ( )2tπ  cos ( )22 tπ  0 1 23  

26 3-t2 t2+1 1 2 3 

27 2cos (6t) 12sin (3t) 0 4π  6π  

28 5ch (2t) 5sh (2t) 0 0.5 1 

29 1+3cos ( )32tπ  3sin ( )32tπ +3 0 1 3  

30 20cos2 ( )tπ  20sin ( )tπ −10 1/4 1/3 1 
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Таблиця 2.2 

Рівняння руху точки Час, с 

В
ар
іа
нт

 

( )tfx 1= , м ( )tfy 2= , м 1t  2t  3t  

1 ( )32 2 tcos π  ( ) 432 2 −− tsin π 0 1 0.5 

2 2t2+4 −2t 0 1 1.5 

3 cos ( ) 232 −tπ  sin ( ) 332 +tπ  0 1 2 

4 6cos (3t) −2si n (6t) 4π  0 6π  

5 t+3 ( )33+t  0 0.3 0.5 

6 ( )32 tsin π  −3cos ( ) 43 +tπ  0.5 1 3 

7 3t2+2 −4t 0 0.5 1 

8 ½(e4t+e−4t) ½(e4t+e−4t) 0 1/4 0.5 

9 5cos2 ( )4tπ  2sin ( )4tπ  1 2 3 

10 ( ) 13 2 −tcos π  1+3sin ( )2tπ  0 50. 1 

11 5sin ( ) 262 −tπ  3+5cos ( )62tπ  1 2  3  

12 3/(t+2) 3t+6 1 0.5 2 

13 3cos ( ) 26 −tπ  10sin ( )6tπ  0 1 1.5 

14 4t (2t+5)−1 0 0.5 1 

15 5−4cos ( )3tπ  −4+sin ( )3tπ  0 1 0.5 

16 5−4cos2 ( )3tπ  ( )334 2 tsin π+−  0 0.5 1 

17 2t 4e-2t 0 0.5 1 

18 8cos ( )6tπ −3 16sin2 ( )6tπ  1 2 3 
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Продовження таблиці 2.2 

Рівняння руху точки Час, с 

В
ар
іа
нт

 

( )tfx 1= , м ( )tfy 2= , м 1t  2t  3t  

19 −4t2+1 −3t 0 0.5 1 

20 6cos ( ) 44 −tπ  −9sin ( ) 44 +tπ  1 2 3 

21 −2t−2 −2/(t+1) 0 1 2 

22 4cos ( )3tπ  −3sin ( )3tπ  0 1 2 

23 3t 4t2−1 0 0.5 1 

24 1/2sin (2t) cos2 (t) 0 4π  2π  

25 3/2 (et+e−t) 3/2 (et−e−t) 0 1 2 

26 4t 16t2−1 1/4 0.5 1 

27 7sin2 ( )6tπ −5 7cos2 ( )6tπ  0 0.5 1 

28 −5t2−4 3t 0 1 0.5 

29 −10cos ( )3tπ  3sin ( )3tπ  1 0.5 1.5 

30 5t −7t2+3 0 1 0.5 

Приклад 2.1. За заданими рівняннями руху точки М установити: 

 вид її траєкторії, побудувати траєкторію і вказати положення то-
чки на траєкторії для заданого моменту часу; 

 визначити швидкість, тангенціальне, нормальне та повне при-
швидшення точки, радіус кривизни траєкторії, а також закон ру-
ху точки. 

 побудувати вектори V , a , τa , na  для точки М на траєкторії в 
заданий момент часу; 

 побудувати графіки ( )tV , ( )ta , ( )taτ , ( )tan  та ( )tS . 
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Задано: 01.t =  с;  1=ω  рад/с; 
( ) 32 +−= tcosx  м;  ty =  м;     (2.1) 

Розв’язання. 
Виключаючи з рівнянь (2.1) час t, дістаємо рівняння траєкторії в 

координатній формі ( )yfx =  

( ) 32 +−= ycosx .      (2.2) 

Рівняння (2.2) вказує на те, що траєкторія рухомої точки має ви-
гляд косинусоїди (рис. 2.1). 

Координати рухомої точки М для 01.t =  с 

( )  921354023012 ...cosx =+⋅−=+−= м; 01.y =  м. 

За цими координатами наносимо на рис. 2.1 точку М. 
Вектор швидкості точки 

.jViVV yx +=        (2.3) 

Вектор пришвидшення точки 

jaiaa yx += .       (2.4) 

У рівняннях (2.3), (2.4) j,i   − орти координатних осей x  та y ; 
Vx, Vy, ax, ay − проекції швидкостей і пришвидшень точки на ці осі. 

Для розглядуваного прикладу маємо 

( )[ ] ( )tsintcos
dt
dxVx 232 =+−== & ; [ ] 1=== t

dt
dyVy & ; 

( )[ ] ( )tcostsin
dt
dVxa xx 22 ==== &&& ; [ ] .

dt
dVya yy 01 ==== &&&&  

Модуль швидкості 

( ) ( )tftsinVVV yx 1
222 14 =+=+= .     (2.5) 
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Модуль пришвидшення 

( ) ( ) ( )tftcostcosaaa yx 2
222 24 ===+= .   (2.6) 

0 1 2 3 4
0 1 2 

м/с2 
м/с

y, м/с 

x, м/с2 

5 

6 
6.28 

4 

3 
3.14 

2 

1.920 3.83

1 

1 2 3

τa

xaa =

na

yV V

xV

4

М

Рисунок 2.1 − Траекторія руху точки М 
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Модулі тангенційного та нормального пришвидшень точки 

( )

( ) ( )
( )

( ),tf
tsin

tcostsin

tsin
dt
daVaV

dt
dVa yyxx

32

2

14
4

14

=
+

⋅
=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

+
==

ν
τ

   (2.7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

( )tf
tsin

tcostsintcosaaan 4

2

2
222

14
42 =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
⋅

−=−= τ .  (2.8) 

Радіус кривизни траєкторії 

( )

( ) ( ) ( )
( )

2

2
2

22

14
42

14

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
⋅

−

+
==

tsin
tcostsintcos

tsin
a
V

n
ρ . 

Аналітичний вираз закону руху на траєкторії визначається за 
формулою 

( ) ( )tfdttsinVdtS
t t

5
0 0

2 14 =+== ∫ ∫ .     (2.9) 

В даному випадку це еліптичний інтеграл ΙΙ-го роду, його треба 
розв’язати за допомогою ЕОМ. 

Для даного прикладу закон руху можливо представити у вигляді 
ряду 

( )tftttS 6
53

15
8

3
2

=⋅⋅⋅+−+=   .     (2.10) 

Для побудови графіка ( )tS  достатньо в (2.10) залишити три чле-
на ряду. 
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Побудова графіків. Графіки зміни швидкості, тангенціального, 
нормального і повного пришвидшень, а також графік руху точки по 
траєкторії будуються за формулами (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) та (2.9) або 
(2.10). Для даного прикладу ці графіки наведені на рис. 2.2…2.4. 

Результати обчислень всіх величин наведено в таблиці 2.3. 

Таблиця 2.3 

Час Координати, м Швидкості, м/с Пришвидшення, м/с2 

ti, c x y Vx Vy V ax ay a aτ an 

Радіус 
кривизни 

ρ, м 

1.0 1.92 1.00 1.68 1.00 1.95 1.08 0.00 1.08 0.93 0.55 6.98 

За даними табл. 2.3 на рис.2.1 побудовані вектори V , a , τa , na . 

  

Рисунок 2.2 − Модуль швидкості точки 1 − модуль повного пришвидшення; 
2 − модуль тангенційного пришвидшення; 
3 − нормальне пришвидшення. 

Рисунок 2.3 − Пришвидшення точки 

 

 

Рисунок 2.4 − Графік руху  

t, c

S, м 

t, c

V, м/c 

t, c 

a, м/c2
1

2

3 
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2.2 K.2 Дослідження поступального й 
обертального рухів твердого тіла 

Механізми складаються (рис. 2.5) із поступально рухомого тіла 
1 та із ступінчастих коліс 2 i 3, з’єднаних пасовими або зубчастими 
передачами. 

Радіуси коліс і закон поступального руху першого тіла ( )tz1  та 
обертального руху колеса 3 ( )t3ϕ  наведено в таблиці 2.4. 

Додатний напрямок ( )t3ϕ  прийняти таким, як показано на схе-
мах механізмів (рис. 2.5). 

2.2.1 K.2.1 Визначення закону поступального руху тіла 1 

При заданому законі обертального руху тіла 3 ( )t3ϕ  для момен-
тів часу ti (i=1, 2) визначити: 
 швидкість, нормальне, тангенціальне і повне пришвидшення точки М; 
 закон поступального руху тіла 1; 
 швидкість і пришвидшення тіла 1; 
 кутові швидкість і пришвидшення тіл 2, 3; 
 показати на рисунку вектори швидкостей та пришвидшень тіла 1 

і точки М, а також вектори кутових швидкостей і пришвид-
шень тіл 2, 3. 

2.2.2 K.2.2 Визначення закону обертального руху колеса 3 

При заданому закону поступального руху першого тіла ( )tz1  для 
моментів часу ti (i=1, 2) визначити: 
 швидкість, нормальне, тангенціальне і повне пришвидшення точки М; 
 закон обертального руху тіла 3; 
 швидкість і пришвидшення тіла 1; 
 кутові швидкість і пришвидшення тіл 2, 3; 
 показати на рисунку вектори швидкостей та пришвидшень тіла 1 

і точки М, а також вектори кутових швидкостей і пришвид-
шень тіл 2, 3. 
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Продовження рисунка 2.5 

3 

1

z1 M 
r3=r2=0.5R2 

2

3

1 

z1 M
R3=r2=0.7R2

2 
R3=0.7R2;  r2=r3=0.5R2

23 

1

z1M

1

z1M
r2=r3=0.4R2;  R3=R2 

23 

2

z1
M 

R3=R2; r2=r3=0.3R2 

3 

1

3 

1
z1 M 

r3=r2=0.5R2 

2

R3=1.2R2; r3=0.7R2 

2

z1
M 

3 

1

3 

1
z1 M 

R3=1.2R2;  r3=0.8R2 

2

3

M

r2=r3=0.6R2; R3=0.8R2

2 
z1 

1

3 

1

z1 
M
R3=1.3R2; r3=0.5R2

2
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24 

 
25  

 
26 

 
27  

 
28 

 
29  

 
30 

Продовження рисунка 2.5 

2

1

z1

R3=1.2R2; r2=r3=0.5R2

M 

3 
3 

1

z1

M

r2=r3=0.3R2 

2

2

1

z1M 

R3=1.3R2; r2=r3=0.6R2 

3 
3 

1

z1

M

r2=r3=0.3R2 

2

2

1

z1

M

R3=2R2; r3=R2 

3 3

z1

M

r2=2.5R2; 
r3=0.3R2 

2

1

3

1 
z1 M

R3=R2; r2=r3=0.6R2

2 

R3=0.6R2 
r3=0.2R2 

3 

z1M 
1

2

r2=0.8R2; 
r3=0.3R2 

3

1 

z1 

M
2 

R3=2R2; 
r2=0.3R2 

3

1 
z1 M

2 
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Таблиця 2.4 

Час, с 

В
ар
іа
нт

 

ϕ3(t), рад 
(до K.2.1) 

z1(t), м 
(до K.2.2) R2, м 

t1 t2 

1 21010 t.t −  20202 t.t π−  0.20 2 1 

2 tt. +320  t.t. 10020 3 +  0.10 2 1 

3 351750 t.t. +  31500750 t.t. +  0.10 2 1 

4 5t–3t2 t–0.3t2 0.20 1 0.5 

5 0.25t2–2t 0.025t2–0.2t 0.10 2 1 

6 4t2+2t 1.2t2+0.6t 0.30 0.25 0.5 

7 4t–0.5t2 1.2t–0.15t2 0.30 1 3 

8 3t+2t2 1.2t+0.8t2 0.40 0.25 0.3 

9 ( )3tcos ππ  ( )3450 tcos. π  0.15 1 3 

10 1+2sin (2t) 0.3sin (2t) 0.15 6π  4π  

11 t–0.2t2 0.1t–0.02t2 0.1 2 1 

12 1.4t–t2 0.28t–0.2t2 0.2 0.4 0.6 

13 4t–6t2 0.8t–1.2t2 0.2 1 0.5 

14 3t–1.5t2 0.3t–0.15t2 0.1 2 3 

15 8t2–4.5t 0.8t2–0.9t 0.2 1 4 

16 1+sin (3t) 0.1sin (3t) 0.1 6π  9π  

17 4cos t 0.8cos t 0.2 4π  6π  

18 2sin2 (t)+t 0.6sin (2t)+4 0.3 2π  6π  

19 2cos (2t)+1 0.8sin(2t)+1 0.4 8π  6π  
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Продовження таблиці 2.4 

Час, с 

В
ар
іа
нт

 

ϕ3(t), рад 
(до K.2.1) 

z1(t), м 
(до K.2.2) R2, м 

t1 t2 

20 1.5sin (2t) 0.75sin (2t)+5 0.5 12π  6π  

21 2t2+3t 0.28t2+0.42t 0.14 0.5 0.25 

22 3t2–4t 0.9t2–1.2t 0.30 1 2 

23 0.5πt2 210 2 +t. π  0.20 1 2 

24 150 2 +te.  5250 2 +te.  0.10 0.5 1 

25 2212 t.t ππ −  2220360 t.t. ππ −  0.18 0.3 1.2 

26 ( ) 162 +tcos π  ( ) 5680 +tcos. π  0.40 1 2 

27 5t2+3t 0.6t2+0.36t 0.12 0.25 0.5 

28 24 3 +te  6960 3 +te.  0.24 1/3 0 

29 ( ) 164 +tcos ππ  ( )6560 tcos. ππ  0.14 2 3 

30 5(t–0.25t2) t–0.05t2 0.2 1 2 

Приклад 2.2. Приклад виконання завдання K.2.1 

Задано: ( ) tsint
2

43
πϕ =  рад; 1032 .RR ==  м; 05050 22 .R.r ==  м. 

Визначити: 
 для заданого моменту часу t=0.5 c: 

− кутові швидкості і пришвидшення коліс 2 i 3; 
− швидкості та пришвидшення тіла 1 і точки М; 
− показати на рисунку вектори 3ω , 3ε , 2ω , 2ε , n

Ma , τ
Ma , 

Mа , MV , 1V , 1a ; 
 закон поступального руху тіла 1 ( )tz1 . 
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Розв’язання. 
За вихідними даними викреслюємо задану схему механізму 

(рис. 2.6). 
 

Рисунок 2.6 

Кутові швидкість та пришвидшення колеса 3 

tcos
dt

d
2

23
3

3
ππϕ

ϕ
ω === & ; 

.tsin
2

2
33

ππωε −== &  

При t=0.5 c 

πππω 414150
2

23 ..cos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=  рад/с; 

22
3 707050

2
πππε ..sin −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−=  рад/с2. 

Швидкість та пришвидшення точки М 

ππω 1414010414133 ...RVM =⋅=⋅=  м/с; 

z2 

ω2 ε2

z1 x2 
2 

R2

r2 

1Q

1V

2V

2ε  
O2 

KV  

2ω  y2, y3 
ϕ3 

z3

ω3

ε3

x3

3

R3

3ω

3ε
O3

Ma

MV  
n
Ma

τ
Ma

M

K 
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22
33 07070107070 ππετ ...RaM −=⋅−=⋅=  м/с2; 

( ) 22
3

2
3 20104141 π..π. Rωan

M =⋅=⋅=  м/с2; 

( ) ( )
( ) ( ) ..π.π..

εωRааа τ
M

n
MM

22224

2
3

4
33

22

м/с21207070414110 π=−+=

=+=+=
 

Через те, що швидкості на ободах коліс 2 і 3 і на пасовій переда-
чі однакові, то MK VV = , 22rVK ω=  і 33RVK ω= . Звідси кутова шви-
дкість колеса 2 

tcostcos
.
.

r
R

2
4

2
2

050
10

3
2

3
2

ππππωω === . 

Кутове пришвидшення тіла 2 

tsin
2

2 2
22

ππωε −== & . 

При t=0.5 c 

πππω 828250
2

42 ..cos =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=  рад/с; 

22
2 414150

2
2 πππε ..sin −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−=  рад/с2. 

Швидкість на зовнішньому ободі колеса 2 дорівнює швидкості 
тіла 1 

tcos..tcosRVV
2

4010
2

42221
ππππω =⋅=⋅== . 

Прискорення тіла 1 

22121 RVaa ⋅=== ετ & ;   tsin.a
2

20 2
1

ππ−= . 

При t=0.5 c 
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πππ 2828050
2

401 ..cos.V =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅=  м/с; 

22
1 1414050

2
20 πππ ..sin.а −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−=  м/с2. 

Закон поступального руху тіла 1 

Через те, що ,
dt
dzV 1

1 =  то dtVdz 11 =  i 

tsin.dttcos.dtVz
t t

2
80

2
40

0 0
11

πππ =⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== ∫ ∫  м. 

Вектори швидкостей та пришвидшень тіла 1 і точки М, а також 
вектори кутових швидкостей і пришвидшень тіл 2 і 3 наведено на 
рис. 2.6. 

Вектори кутових швидкостей 2ω  і 3ω  лежать на осях обертання 
(відповідно на осях х2 і х3) і направлені в ту сторону, звідки обертання 
тіла бачимо як таке, що відбувається проти ходу годинникової стрілки 
(правило гвинта). 

Вектори кутових пришвидшень 2ε  і 3ε  співпадають з напрям-
ками векторів кутових швидкостей 2ω  і 3ω  при обертаннях з при-

швидшенням, тобто якщо знаки ω і ε співпадають. 

Приклад 2.3. Приклад виконання завдання K.2.2 

Задано: tt.z 220 2
1 +=  м; 1032 .RR ==  м; 05050 22 .R.r ==  м. 

 Визначити для заданого моменту часу t=0.5 c: 
− швидкість і пришвидшення тіла 1; 
− кутові швидкість і пришвидшення тіл 2 і 3; 
− швидкість і пришвидшення точки М; 
− закон обертального руху колеса 3. 

 Показати на рисунку вектори швидкостей та пришвидшень 
тіла 1 і точки М, а також вектори кутових швидкостей і при-
швидшень тіл 2 і 3. 
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Розв’язання. 
За вихідними даними викреслюємо задану схему механізму 

(рис. 2.7). 
 

Рисунок 2.7 

Швидкість та пришвидшення тіла 1 

2401
1

1 +=== t.z
dt
dzV &  м/с; 

4011
1

1 .zV
dt

dVa ==== &&&  м/с2. 

При t=0.5 c 

22250401 ...V =+⋅=  м/с; 401 .a =  м/с2. 

Через те, що швидкості точок на зовнішньому ободі колеса 2 і 
тіла 1 однакові, то 2212 RVV ω== . Звідси кутові швидкість і при-
швидшення колеса 2 

204
10

240

2

1
2 +=

+
== t

.
t.

R
Vω  рад/с і 422 == ωε &  рад/с2. 

z2 z3

ω2

ε2 

z1 x2 

ω3

ε3

x32 

3

y2, y3 

R3

ϕ3 R2

r2 

1Q  1V

2V
2ε  3ω

3ε

Ma
MV  

n
Ma

τ
Ma

M

O2 O3
KV  

K 

2ω  
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При t=0.5 c 
222 =ω  рад/с; 42 =ε  рад/с2. 

Через те, що швидкість на паску постійна, то MK VV = , 

22rVK ω=  і 33RVM ω= . Звідси кутові швидкість і пришвидшення 
колеса 3 

( ) 102
10

050204

3

22
3 +=

⋅+
== t

.
.t

R
rωω  рад/с; 

233 == ωε &  рад/с2. 
При t=0.5 c 

11105023 =+⋅= .ω  рад/с;  2=ε  рад/с2. 

Швидкість, нормальне, тангенціальне і повне пришвидшення 
точки М визначаються за формулами 

11101133 ..RVM =⋅=⋅= ω  м/с; 11210112
3

2
3 ..Rаn

M =⋅=⋅= ω  м/с2; 

2010233 ..RаM =⋅=⋅= ετ  м/с2; 

( ) ( ) 1011221110 242
3

4
3

22
..Raaa M

n
MM =+⋅=+=+= εωτ  м/с2. 

Закон обертального руху колеса 3 

Через те, що 
dt

d 3
3

ϕω = , то dtd 33 ωϕ = , а 

( ) ttdttdt
t t

10102
0 0

2
33 +=+== ∫ ∫ωϕ  рад. 

Вектори швидкостей та пришвидшення тіла 1 і точки М, а також 
вектори кутових швидкостей і пришвидшень тіл 2 І 3 наведено на 
рис. 2.7. 
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2.3 K.3 Визначення швидкостей і пришвидшень 
точок твердого тіла, що виконує плоский рух 

Для заданого положення механізму визначити швидкості та 
пришвидшення точок А, В, С. 

Кривошип ОА радіуса r обертається навколо точки О з кутовим 
пришвидшенням ε, маючи в даний момент кутову швидкість ω. 

Числові дані для розрахунку наведені в таблиці 2.5, схеми меха-
нізмів – на рисунку 2.8. 

Таблиця 2.5 

ОА=r АB=l ω ε α β γ 
Схема 

м рад/с2 град (°) 

1 0.20 0.30 1  30 45 – 

2 0.24 0.36 2  45 60 – 

3 0.30 0.40 3  60 60 – 

4 0.36 0.48 4  30 30 – 

5 0.40 0.50 5  45 15 – 

6 0.48 0.56 6  60 15 – 

7 0.50 0.60 7  30 30 – 

8 0.56 0.64 8  45 45 – 

9 0.60 0.70 9  60 30 – 

10 0.64 0.72 10  30 45 – 

11 0.25 0.50 1 2 30 15 30 

12 0.30 0.60 2 3 60 45 30 

13 0.35 0.70 3 2 30 60 – 
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Продовження таблиці 2.5 

ОА=r АB=l ω ε α β γ 
Схема 

м рад/с2 град (°) 

14 0.40 0.60 1 3 15 30 – 

15 0.20 0.45 2 3 30 45 30 

16 0.25 0.60 1 2 30 60 30 

17 0.30 0.65 2 1 60 30 – 

18 0.35 0.60 3 1 30 45 – 

19 0.30 0.80 1 2 15 60 – 

20 0.20 0.50 2 1 30 60 – 

21 0.30 0.60 3 1 30 45 30 

22 0.10 0.70 2 3 60 45 – 

23 0.15 0.45 1 4 30 60 30 

24 0.20 0.60 2 1 30 45 – 

25 0.30 0.50 1 2 – 30 – 

26 0.35 0.80 1 3 30 30 – 

27 0.40 0.80 1 2 30 15 – 

28 0.10 0.40 2 4 15 60 – 

29 0.15 0.70 3 4 30 60 – 

30 0.20 0.60 4 1 60 30 – 
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Приклад 2.4. Приклад виконання завдання K.2.3 

Для заданого на рис. 2.9 поло-
ження механізму визначити: 
− швидкість точок А, В, С та кутову 

швидкість ланки АВ за допомогою 
миттєвого центра швидкостей; 

− швидкість точки В за допомогою 
теореми про проекції швидкостей 
двох точок; 

− пришвидшення точок А, В, С та ку-
тове пришвидшення ланки АВ, як-
що кривошип ОА радіуса r=0.2 м, 
обертається з кутовим пришвидшенням εОА=3 рад/с2, маючи куто-
ву швидкість ωОА=1 рад/с, АВ=l =0.3 м, α=30°, β=45°, АС=СВ. 

Розв’язання. 
Визначення швидкостей точок А, В, С і кутової швидкості лан-

ки AB механізму за допомогою миттєвого центра швидкостей. 
Кривошип ОА обертається в площині навколо точки О (рис. 2.9), 

швидкість точки А 

20.OAV OAA =⋅= ω  м/с. 

Вектор AV  перпендикулярний 
до кривошипа ОА і спрямований в 
бік його обертання (рис. 2.10). 

Швидкості точок В і С підра-
хуємо за використанням властивості 
миттєвого центра швидкостей. 

Миттєвий центр швидкостей 
ланки АВ знаходиться в точці Р, яка 
визначається перетином двох перпендикулярів до векторів швидкостей 

AV  і BV  (вектор BV  спрямований вздовж напрямної Вb, рис. 2.10). 
Тому, з урахуванням властивості миттєвого центра швидкостей, 

маємо 
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AP
BPVV

BP
V

AP
V A

B
BA ⋅

=→= ; 
AP

CPVν
CP

VV
AP
V A

C
CAA ⋅

=→
⋅

= , 

де, згідно з теоремою синусів, 

ooo 3013515 sin
BP

sin
AB

sin
AP

== , 

звідки 

110
45

15 .
sin

sinABAP =
⋅

=
o

o

 м; 

210
45

30 .
sin

sinABBP =
⋅

=
o

o

 м. 

З теореми косинусів (рис. 2.10) 

0800776030222 ..cosAPACAPACCP ≅=⋅−+= o  м. 

Тоді 

=
⋅

=
110

21020
.

..VB 0.4 м/с; =
⋅

=
110

08020
.

..VC 0.14 м/с. 

Аналогічно можна обчислити кутову швидкість ланки АВ, якщо 
використати властивість миттєвого центра швидкостей 

821
110
20

.
.
.

AP
VA

AB ===ω  рад/с. 

Вектори швидкостей точок А, В, С та направлення кутової 
швидкості показано на рис. 2.10. 

Швидкості точок В і С ланки механізму можна знайти за форму-
лами 

40210821 ...BPV ABB =⋅=⋅= ω  м/с; 
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140080821 ...CPV ABC =⋅=⋅= ω  м/с. 

Визначення швидкостей точок В і С за допомогою теореми про 
проекції швидкостей на пряму АВ 

( ) ( )ABAABC VpVp ΠΠ = . 
Тому 

oo 6075 cosVcosV AB =   і o60cosVcosV AC =β . 

За теоремою синусів (рис. 2.10) 

( )β−
=

oo 9030 sin

AP

sin

PC
;  ( ) ββ cossin =−90 . 

Тому 

7070
080

5011030 .
.

..
PC
sinAPcos =

⋅
=

⋅
=

o

β ; o45=β . 

Тоді 

40
75

60 .
cos

cosV A
B ==

o

oν
 м/с;  14060 .

cos
cosV A

С ==
β

ν o

 м/с. 

Числові значення модулів цих швидкостей наведено в табл. 2.6. 

Таблиця 2.6 

Швидкість, м/с Кутові Точки 
та 

ланки задана
за допомогою 

миттєвих центрів 
швидкостей 

за теоремою 
проекцій 

швидкість,
рад/с 

при-
швидшення, 

рад/с2 

При-
швидшення, 

м/с2 

А 0.20     0.63 
В  0.4 0.4   0.43 
С  0.14 0.14   0.85 
АВ    1.82 7.96 – 



 32

Визначення пришвидшень точок А, В, С та кутового пришвид-
шення ланки АВ. 

Кривошип ОА обертається рівнозмінно, а тому τ
A

n
AA aaa += , 

причому нормальне і тангенціальне пришвидшення точки А відповід-
но становлять 

2020122 ..OAan
A =⋅=⋅= ω  м/с2; 60203 ..OAaA =⋅=⋅= ετ  м/с2. 

Отже 

( ) ( ) 630
22

.aaа A
n
AA =+= τ  м/с2. 

Вектори n
Aa  і τ

Aa  наведено 
на рис. 2.11. 

Для визначення пришвид-
шення Ba  і ABε  використаємо те-
орему про пришвидшення точки В 
плоскої фігури BAAB aaa +=  або 

τ
ВА

n
BA

τ
A

n
AB аaaaa +++= .      (2.11) 

Напрямок пришвидшення Ba  відомий (вдовж Вb), а модуль 

Ba  – невідомий. 
Нормальне і тангенціальне пришвидшення точки В при обер-

тальному русі ланки АВ навколо полюса А визначаються 

130821 22 =⋅=⋅= ..АВa АВ
n
BA ω  м/с2; АВа АВВА ⋅= ετ . 

Спроектувавши рівняння (2.11) на осі декартової системи коор-
динат Аx і Аy, отримаємо 

ττ
BAA

n
AB asinasinacosa −−⋅=− ooo 603075  

 

Рисунок 2.11 
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та     ττ
BAA

n
AB asinasinacosa +−⋅−= ooo 603015 . 

Звідки 

34
75

6030 .
cos

acosacosaa
n
BAA

n
A

B =
++⋅−

=
oo τ

 м/с2; 

784603015 .sinasinacosaa A
n
ABBA =++= ooo ττ  м/с2. 

Тоді 

967.
AB
aBA

AB ==
τ

ε  рад/с2. 

Пришвидшення точки С 

ττ
CA

n
CAA

n
ACAAC aaaaaaa +++=+= , 

де 
502 .ACa AB

n
CA =⋅= ω  м/с2; 21.АСа АВСА =⋅= ετ  м/с2. 

За модулем 22
СyСxС ааа += , 

де 
6206030 .asinacosаа n

CAA
n
AСx −=−−= oo τ  м/с2; 

603030 .acosasinaa CAA
n
ACy =+−−= ττ oo  м/с2; 

85022 .aaa CyCxC =+=  м/с2. 

Вектори пришвидшень n
САа , τ

CAa  та n
Aa , τ

Aa  наведено на 
рис. 2.11. 

Результати обчислення всіх величин наведено в табл. 2.6. 
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2.4 K.4 Кінематичний аналіз багатоланкового механізму 

Кривошип AO1  обертається зі сталою кутовою швидкістю 
.AO1ω  Для заданого положення механізму визначити: 

− швидкості точок А, В, С, D, E і кутові швидкості всіх його ланок за 
допомогою плану швидкостей; 

− швидкості зазначених точок механізму та кутові швидкості всіх 
його ланок за допомогою миттєвих центрів швидкостей; 

− пришвидшення точок А, В, С, D, E і кутові пришвидшення всіх йо-
го ланок аналітично; 

− пришвидшення зазначених точок та кутові пришвидшення всіх йо-
го ланок за допомогою плану пришвидшень; 

Схеми механізмів показані на рисунку 2.12, а необхідні для роз-
рахунків величини наведені в таблиці 2.7. 

Таблиця 2.7 

lOA lАВ lВС lСD R lВО1 α β γ Інші 
розміри 

В
ар
іа
нт

 

ω, 
рад/с м град (°) м 

1 5 0.4 1.4 0.7 0.7 – – 30 90 45 – 

2 2 0.9 0.9 1.8 1.35 – 1.8 30 90 60 – 

3 4 0.4 0.6 0.8 0.8 – 10 30 45 75 – 

4 2 0.45 0.9 0.9 0.9 – – 30 45 90 lО1D=1.2 

5 6 0.9 0.9 0.4 – – 0.2 30 45 30 lСD=0.9 

6 4 0.5 1.5 0.5 1.5 – 1.0 30 45 – – 

7 2 0.2 0.8 1.00 – – – 30 90 20 lО1C=0.8 

8 3 0.2 1.3 1.6 0.9 – – 30 135 240 – 

9 4 0.2 1.0 1.0 – – – 150 75 200 lО1C=0.6 

10 3 0.2 1.0 0.5 0.8 – – 120 60 120 lО1B=1.0 
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Продовження таблиці 2.7 

lOA lАВ lВС lСD R lВО1 α β γ Інші 
розміри 

В
ар
іа
нт

 

ω, 
рад/с м град (°) м 

11 2 0.2 1.0 – 1.0 0.5 – 60 30 45 – 

12 4 0.2 1.3 – – 0.3 – 120 60 150 lAC=0.8 

13 5 0.2 1.0 – – 0.3 – 45 150 30 lAC=1.2 

14 2 0.2 1.0 1.4 – 0.4 – 60 30 240 – 

15 3 0.2 1.2 1.2 0.7 0.5 – 60 150 90 lО1D=0.6 

16 2 0.2 1.2 0.6 – 0.4 – 120 110 30 lCE=1.3 

17 4 0.2 1.0 – 1.0 0.5 – 45 30 60 – 

18 5 0.2 1.0 1.0 0.5 0.5 – 150 75 30 – 

19 2 0.2 1.0 – 0.8 0.5 – 90 45 120 lBE=1.4 

20 6 0.2 1.0 1.0 0.9 0.5 – 30 120 – – 

21 3 0.2 1.0 0.9 0.8 – – 45 130 30 lCE=1.0 
lBD=0.9 

22 4 0.2 1.0 – 0.8 – – 120 30 300 lBD=0.9 

23 5 0.2 1.0 0.5 0.9 – – 45 30 60 – 

24 3 0.2 1.2 0.6 1.0 – – 60 30 110 – 

25 6 0.3 0.6 0.6 0.9 – – 30 15 – – 

26 4 0.35 0.7 0.7 0.7 – 0.7 30 45 60 – 

27 5 0.8 1.6 – 2.4 – 3.2 60 30 – – 

28 2 0.7 14 0.7 12.5 – 2.8 30 – – – 

29 3 0.6 1.2 – 1.8 0.6 1.2 30 60 – – 

30 2 0.2 1.6 – 1.0 – – 30 45 – lBD=1.0 
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Приклад 2.5. Приклад виконання завдання K.4 

Для заданого на рис. 2.13 
положення механізму визначити 
графічно і аналітично швидкості 
та пришвидшення точок А, В, С, 
D, E, а також кутові швидкості та 
пришвидшення його відповідних 
ланок. 

Числові значення необхід-
них для розрахунку величин на-
ведено в табл. 2.8, де всі лінійні 
розміри механізму задано в метрах. 

Таблиця 2.8 

ϕ, ° 
ωО1А,
рад/с

lа ld lc lО1А lАВ lАС lCD lCB lCE lO2B 

60 3 0.40 0.15 0.25 0.20 0.60 0.20 0.70 0.50 0.30 0.25 

Розв’язання. 
Побудова плану положення механізму (рис. 2.14). 
Довжину ланки AO1  приймаємо рівною 20 мм і визначаємо 

масштаб креслення 

010
20
200

1

1 ..
AO

l AO
l ===μ  м/мм. 

Визначимо довжини інших ланок механізму 

60
010
60

===
.
.lAB

l

AB
μ

 мм;  20
010
20

===
.
.lAC

l

AC
μ

 мм; 

50
010
50

===
.
.lCB

l

CB
μ

 мм;  70
010
70

===
.
.lCD

l

CD
μ

 мм; 

30
010
30

===
.
.lCE

l

CE
μ

 мм;  40
010
40

===
.
.la

l

a
μ

 мм; 

 

Рисунок 2.13 – Схема механізму 
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За отриманими розмірами будуємо план механізму (рис. 2.14), 
починаючи із точки .O1  

План швидкостей механізму (рис. 2.15). 
Швидкість точки А кривошипа O1А 

6020311 ..lV AOAOA =⋅=⋅= ω  м/с. 

Вектор AV  перпендикулярний до кривошипа AO1  і спрямова-
ний в бік його обертання (рис. 2.14). 

Довжину вектора AV  назначаємо рівною Оа=60 мм, тому мас-
штабом плана швидкостей буде 

...
Oa
VA

V ммс
м010

60
60

⋅
===μ  

План швидкостей продовжуємо будувати з ланок АВ і О2В через 
те, що вони безпосередньо приєднані до ведучої ланки AO1 . План 
будуємо за векторними рівняннями 

ABAB VVV +=   ( )ABABABAB lωABV V ⋅=⊥    ; ;  (2.12) 

BOOB VVV 22 +=   ( )BOBOBOBO lωBOV V 2222 ;2 ⋅=⊥    , (2.13) 

де BV  – швидкість точки В спрямована перпендикулярно до 
О2В; 

ABV  – швидкість точки В в обертанні ланки АВ відносно точки 
А, за модулем невідома і спрямована перпендикулярно АВ; 

BOV 2  – швидкість точки В в обертальному русі ланки О2В від-

носно точки О2 за модулем не відома і спрямована перпендикулярно 
О2В; 

2OV  – швидкість точки О2 дорівнює нулю. 



 41

 

Рисунок 2.14 – План механізму з миттєвими центрами швидкостей,  мм
м010.l =μ  

 

Рисунок 2.15 – План швидкостей,  
ммc
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= .Vμ  
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Будуємо рішення векторного рівняння (2.12). Від полюса О пла-
на швидкостей (рис. 2.15) відкладаємо відрізок Оа, який дорівнює в 
вибраному масштабі швидкості AV , і через кінець його (точка а) про-
водимо напрям вектора швидкості ABV . 

Переходимо до побудови рішення векторного рівняння (2.13). 
Швидкість 02 =OV , тому точку О2 поєднуємо з полюсом О і через 

точку О плана проводимо напрям швидкості BOV 2  до перетину з 

напрямом швидкості ABV  в точці b. Відрізок Оb відображає швидкість 
точки В. 

Модуль швидкості точки В 

67001067 ..ObV VB =⋅=⋅= μ  м/с. 

Обертальна швидкість точки В навколо точки А 

32001032 ..abV VAB =⋅=⋅= μ  м/с, 

звідки кутова швидкість ланки АВ (і трикутника АВС) 

5330
60
320 .
.
.

l
ab

l
V

AB

V

AB

AB
ABCAB ==

⋅
===

μωω  рад/с. 

Аналогічно діємо при визначенні швидкості точки С, будуючи 
рішення векторних рівнянь 

ACAc VVV +=  ( )ACVAC ⊥ ;  BCBc VVV +=  ( )BCVBC ⊥ . 

Виходячи з плану швидкостей (див. рис. 2.15), маємо 

66001066 ..OcV Vc =⋅=⋅= μ  м/с. 

Для визначення швидкості точки D будуємо рішення векторного 
рівняння 
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CDCD VVV +=  ( )CDCDCDCD lωCDV V ⋅=⊥    , . 

Модуль швидкості точки D 

62001062 ..OdV VD =⋅=⋅= μ  м/c, 

а кутова швидкість ланки СD 

5770
70
390 .
.
.

l
cd

l
V

CD

V

CD

CD
CD ==

⋅
==

μω  рад/с. 

Визначимо швидкість точки Е, яка належить ланці CD. На плані 
швидкостей точка е знаходиться на відрізку сd. Причому відрізки се і 
de знаходяться в такій самій пропорції, які на схемі механізму, тобто у 

співвідношенні .
4
3

40
30

=  Швидкість цієї точки на плані зображається 

відрізком Ое, а модуль швидкості 

6001060 ..OeV VE =⋅=⋅= μ  м/с. 

Визначення швидкостей точок А, В, С, D, Е та кутових швид-
костей ланок механізму за допомогою миттєвих центрів швидкостей. 

Ланки механізму О1А, О2В обертаються навколо нерухомих 
центрів О1, О2. Миттєвий центр ланки АВ (ΔАВС) знаходиться в точці 
Р1, яка визначається перетином двох ліній, проведених перпендикуля-
рно до векторів швидкостей AV  і BV  (рис. 2.14). 

Вектори швидкостей AV  і BV  перпендикулярні ланкам О1В і 
О2В. Вектор швидкості CV  перпендикулярний лінії Р1С, а вектор Dv  
спрямовуємо по траєкторії руху т. D. 

Миттєвий центр швидкостей ланки СD знаходиться в точці Р2 
на перетині перпендикулярів, проведених в точках С і D до векторів 
швидкостей CV  і DV  (рис. 2.14). 

Враховуючи масштаб μl, з рис. 2.14 визначимо відстані від точок 
до миттєвих центрів швидкостей. Для чого вимірюємо ці відстані в мм 
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і помножуємо на масштабний коефіцієнт μl 

0810101081 ..AP =⋅=  м;  2210101221 ..BP =⋅=  м; 

1410101141 ..CP =⋅=  м;  2010101202 ..CP =⋅=  м; 

1010101102 ..EP =⋅=  м;  1810101182 ..DP =⋅=  м; 

Кутова швидкість ланки АВ (ΔАВС) 

5550
081
60

1
.

.
.

AP
VA

AB ===ω  с–1. 

Швидкості точок С і В 

64014155501 ...CPV ABC =⋅=⋅= ω  м/с. 

68022155501 ...BPV ABB =⋅=⋅= ω  м/с. 

Кутова швидкість ланок СD і O2B та швидкості точок Е і D 

5330
201
640

2
.

.

.
CP
VC

CD ===ω  рад/с; 722
250
680

2
2 .

.

.
l
V

BO

B
ВО ===ω  рад/с; 

59010153302 ...EPV CDE =⋅=⋅= ω  м/c; 

63018153302 ...DPV CDD =⋅=⋅= ω  м/c. 

Вектори швидкостей усіх точок механізму і кутові швидкості 
ланок показані на рис. 2.14. 

Числові значення швидкостей точок і кутових швидкостей ланок 
зведено в табл. 2.9. 

Визначення пришвидшень точок А, В, С, D, E і кутових при-
швидшень ланок механізму за допомогою плану пришвидшень. Для ви-
значення пришвидшень Aa , Ва , εАВ (рис. 2.16) використаємо теорему 
про пришвидшення точки В плоскої фігури 

ττ
AB

n
ABA

n
AB aaaaa +++= . 
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Таблиця 2.9 – Зведення отриманих результатів 

Швидкість, 
м/с 

Кутова 
швидкість, 
рад/с 

Пришвидшення,
м/с2 

Кутове 
пришвидшення,  

рад/с2 Точки 
та ланки 
механізму

за
 д
оп
ом
ог
ою

 
М
Ц
Ш

 

за
 п
ла
но
м 

ш
ви
дк
ос
те
й 

за
 д
оп
ом
ог
ою

 
М
Ц
Ш

 

за
 п
ла
но
м 

ш
ви
дк
ос
те
й 

ан
ал
іт
ич
но

 

за
 п
ла
но
м 

пр
иш

ви
дш

ен
ь 

ан
ал
іт
ич
но

 

за
 п
ла
но
м 

пр
иш

ви
дш

ен
ь 

А 0.60 0.60 – – 1.8 1.80 – – 
В 0.68 0.67 – – 1.94 1.94 – – 
С 0.64 0.66 – – 1.87 1.88 – – 
Д 0.63 0.62 – – 0.88 0.92 – – 
Е 0.59 0.60 – – 1.33 1.20 – – 

АВС(АВ) – – 0.555 0.533 – – 0.21 0.2 
СД – – 0.554 0.577 – – 2.1 2.220 
О2В – – 2.720 2.680 – – 2.9 2.800 

Через те, що напрямок і модуль пришвидшення Ba  невідомі, а з 
іншого боку 

τ
B

n
BB aaa += , 

то       τττ
AB

n
ABA

n
AB

n
B aaaaaa +++=+ ,     (2.14) 

де 801250670 2
2

2 ...BOVa B
n
B ===  м/с2; BOa BOB 22 ⋅= ετ  

м/с2 – відповідно нормальне і тангенціальне пришвидшення точки B; 
80120032

1
2

1 ..AOa AO
n
A =⋅=⋅= ω  м/с2; 011 =⋅= AOa AOA ετ  

м/с2 ( )011 == AOAO ωε &  – відповідно нормальне і тангенціальне при-

швидшення точки А; 
1706005330 22 ...ABa AB

n
AB =⋅=⋅= ω  м/с2 – нормальне при-

швидшення точки В при обертальному русі трикутника АВС навколо 
полюса А і спрямоване вздовж ВА; 
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ABa ABAB ⋅= ετ  – тангенціальне пришвидшення точки В, спря-
моване перпендикулярно до АВ (εАВ – невідомо). 

Приступаємо до побудови плана пришвидшень (рис. 2.17). Буду-
ємо рішення векторного рівняння (2.14). Від полюса π плана пришви-
дшень відкладаємо відрізок πn1= πа, який відображає пришвидшення 

n
Aa . Довжина вектора πа=90 мм, тому масштабний коефіцієнт плана 

пришвидшень буде 

мм
м/с2

020
90

81 ..
a

an
A

a ===
π

μ . 

Далі від точки а плана відкладаємо відрізок аn2, який відобра-

жає n
ABa  і дорівнює 58

020
170

2 .
.
.aan

a

n
AB ===

μ
 мм. 

Тоді через точку n2 проводимо напрям тангенціального при-
швидшення τ

ABa  – лінію, перпендикулярну АВ. 
Переходимо до побудови лівої частини рівняння (2.14). 
Від полюса π відкладаємо відрізок πn3, який зображає при-

швидшення n
Ba , довжина якого дорівнює 

90
020
81

3 ===
.
.an

a

n
B

μ
π  мм. 

Далі через точку n3 плана проводимо напрям пришвидшення τ
Ba  

до перетину з лінією дії пришвидшення τ
ABa . 

Точка перетину b є кінцем вектора Ba  пришвидшення точки В, 
яке треба знайти. 

З плану пришвидшень маємо 

70020353 ..bna aB =⋅=⋅= μτ  м/с2; 

12002062 ..bna aAB =⋅=⋅= μτ  м/с2; 

94102097 ..ba aB =⋅=⋅= μπ  м/с2. 
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Рисунок 2.16 – Напрям векторів пришвидшень 

 

Рисунок 2.17 – План пришвидшень,  мм
см 2

010.a =μ  

x2n
Aa  

τ
CEa

A 
x1 

O1 

O2

εAВ

E

B

C

60° 

y1

y2

x

y
εО2В

50° 
40°

63°

27°

n
ACa

n
CEa

τ
CDa

n
CDa

τ
Ba

τ
ABa

τ
ACa
n
ABa

Ba

n
Ba

1Cxa

1Cya

D

n
Aa

n
CDa  

τ
Ba  

Da

n
Ba  

d 

n3 

π

τ
ABa  

b 
c n6 

n2 

a, n1n4 

n5 

n
ABa  

n
CDa  

A 

Ba

τ
ABa

c
n6

n2

a, n1 n4

n5

n
ABa

n
CDa

b

A – збільшення

τ
Ba

Ba
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Звідси 

82
250
70

2
2 .

.
.

BO
aB

BO ===
τ

ε  рад/с2; 20
60
120 .
.
.

AB
aAB

AB ===
τ

ε  рад/с2. 

Аналогічно визначаємо пришвидшення точки С 

ττ
BC

n
BCBAC

n
AC

n
AC aaaaaaa ++=++= ,    (2.15) 

де 
0570205330 22 ...ACa AB

n
AC =⋅=⋅= ω  м/с2; 

1420505330 22 ...BCa AB
n
BC =⋅=⋅= ω  м/с2. 

Від точки а плана відкладаємо відрізок аn4, який зображає при-
швидшення n

ACa , довжина якого дорівнює 

852
020
0570

4 .
.
.aan

a

n
AC ===

μ
 мм, 

і через його кінець n4 проводимо пряму, перпендикулярну до АС. 
Аналогічно від кінця вектора Ba  (точка b плана) проводимо від-

різок вn5, відображаючий пришвидшення n
BCa , довжина якого 

вn5= 17
020
1420 .
.
.a

a

n
BC ==

μ
 мм, 

а через його кінець n5 проводимо пряму, перпендикулярну ВС. 
Точка перетину прямих, проведених перпендикулярно до пря-

мих АС та ВС, визначає кінець вектора Ca . 
За модулем 88102094 ..ca aC =⋅=⋅= μπ  м/с2. 
Далі будуємо план пришвидшень для точки D, враховуючи, що 
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τ
CD

n
CDCD aaaa ++= ,       (2.16) 

де  2330705770 22 ...CDa CD
n
CD =⋅=⋅= ω  м/с2; 

CDa CDCD ⋅= ετ . 

Будуємо розв’язок векторного рівняння (2.16). Від кінця вектора 
ca  (точка с плана) проводимо відрізок сn6, зображаючий пришвид-

шення n
CDa , довжина якого 

611
020
2330

6 .
.
.acn

a

n
CD ===
μ

 мм, 

а через його кінець n6 проводимо пряму, перпендикулярну до СD.  
Одночасно через точку π прповодимо пряму, паралельну до напряму 
пришвидшення Da  

Перетин двох прямих, а саме, прямої, перпендикулярної до СD,  
і прямої, паралельної вектору Da , визначає на плані пришвидшення 
точки D, тобто 

92002046 ..da aD =⋅=⋅= μπ  м/с2, 
а також 

601020806 ..dna aCD =⋅=⋅= μτ  м/с2; 

282
700
601 .
.
.

CD
aCD

CD ===
τ

ε  рад/с2. 

Визначення пришвидшень точок А, В, С, D, E аналітично. При-
швидшення точки В визначається за допомогою формули (2.14). 

Спроектувавши рівняння (2.14) на осі координат х і у (див. 
рис. 2.14), отримаємо: 

на х     n
ABB

n
B acosacosa −=+⋅− oo 2763 τ ; 
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7260
8910

170454081
27

63 .
.

...
cos

acosaa
n
AB

n
B

B =
−⋅

=
−

=
o

o
τ  м/с2; 

92
250

7260
2

2 .
.

.
ВО

аВ
ВО ===

τ
ε  рад/с2; 

на у 
ττ
AB

n
AB

n
B aasinasina +=+ oo 2763 ; 

1308145407260891081

2763

......

asinasinaa n
A

a
B

n
BAB

=−⋅+⋅=

=−+= ooτ

 м/с2; 

210
60
130 .
.
.

AB
aAB

AB ===
τ

ε  рад/с2. 

Пришвидшення точки В 

( ) ( ) 9417673726081 2222
....aaa B

n
BB ==+=+= τ  м/с2. 

Пришвидшення точки С (за полюс прийнята точка А) 

τ
AC

n
AC

n
AC aaaa ++= ,       (2.17) 

де        0570205330 22 ...ACa AB
n
AC =⋅=⋅= ω  м/с2; 

042020210 ...ACa ABAC =⋅=⋅= ετ  м/с2. 

Спроектувавши рівняння (2.17) на осі 1х  і 1у , отримаємо: 

на x1    

;м/с2214105701571

057064308150
1

...

...acosaа n
AC

n
ACx

=+=

=+⋅=+= o
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на 1у  

;м/с242104203791

042076608150
1

...

...asinaа AC
n
AС y

=+=

=+⋅=+= τo

 

8714934212141 2222
11

....aaa
yx ССС ==+=+=  м/с2. 

Пришвидшення точки D (полюс – точка С) 

τ
CD

n
CDССD aaaaa yx +++=

11
,     (2.17) 

де 
2330705770 22 ...CDa CD

n
CD =⋅=⋅= ω  м/с2; 

CDa CDCD ⋅= ετ . 

Для визначення Da  і CDε  спроектуємо (2.17) на осі x2 i y2 
(рис. 2.16): 

на вісь x2  
n
CDCCD acosacosacosa

yx
−+−=− ooo 682220 ; 

;м/с2

0

8820
93960

2330374042192702141

20

6822
11

.
.

.....

cos

acosacosa
a

n
CDC

D
Cyx

=
+⋅−⋅

=

=
+−⋅

=
oo

 

на вісь y2 
τ
CDССD asinasinasina

yx
+−−=− ooo 682220

11
; 

;м/с24719270421375021413420880

682220
11

.......

sinasinasinaa yx ССDCD

=⋅+⋅+⋅−=

=++−= oooτ
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12
70

471 .
.

.
CD
aCD

СВ ===
τ

ε  рад/с2. 

Пришвидшення точки Е (полюс – точка С) 

τ
CE

n
CECE aaaaa yCx +++=

11

r
,      (2.18) 

де 
1009980305770 22 ....CEa CD

n
CE ==⋅=⋅= ω  м/с2; 

6303012 ...CEa CDСE =⋅=⋅= ετ  м/с2. 

Для визначення Ea  спроектуємо (2.18) на осі x2 i y2 

;м/с2694010374042192702141

6822
112

......

acosacosaa n
CECCE yxx

−=−⋅+⋅−=

=−+−= oo

 

;м/с2141630927042137502141

6822
112

......

asinasinaa CECCE yxy

−=+⋅−⋅−=

=+−−= τoo

 

( ) ( ) ( ) ( ) .м/с
2

2222 3311416940
22

...aaa
yx EEE =+=+=  

Отримані результати обчислень зводимо у табл. 2.9. 
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2.5 K.5 Визначення абсолютних швидкості 
та пришвидшення точки 

Точка М рухається відносно тіла D. За даними рівняннями від-
носного руху цієї точки Sr(t) та переносного руху тіла ϕe(t) для моме-
нтів часу tі с (і=1, 2, 3) визначити абсолютні швидкість і пришвид-
шення зазначеної точки. 

Схеми механізмів показано на рис. 2.18…2.20, а необхідні для 
розрахунку величини наведено в табл. 2.10. 

На рисунках точка М показана в положенні, при якому 
0fAMS =  (при 0pS  точка М знаходиться по другу сторону від 

точки А. 

Таблиця 2.10 

( ) AMtSr =  ( )teϕ  R а t1 t2 t3 

В
ар
іа
нт

 

м рад м с 

1  ( )640 tcos. ππ  –2t2+t 0.4 0.3 0 1 2 

2  ( )tsin. π20  4t2–t – 0.2 0 1/2 1/6 

3  ( ) 1302 +tsin. π  –2t2+3t – 2.2 0 1 0.5 

4  ( )430 tcos. π  4t2–2t 0.4 0.2 0 1 2 

5  4t2 0.5t2 – 4.0 0 1 0.5 

6  ( )tsin. ππ51  –3t2+2t 3.0 2.0 0 0.5 1/6 

7  ( )tcos. ππ 251  2t–t2 3.0 1.0 0 1/8 1/6 

8  ( )354 tsin. ππ  4t2–3t 9.0 3.0 0 3/2 1/2 

9  ( )tsin. ππ 205  –3t2–3t 10.0 5.0 0 1/12 1/6 

10  ( )442 tcos. ππ  –t2+5t 2.4 1.2 2 4/3 1.6 

11  ( )490 tsin. ππ  2t3–t 1.8 3.6 0 2 1 

12  ( )tsin π2  0.4t2+2t – 3.0 0 0.5 1.5 
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Продовження таблиці 2.10 

( ) AMtSr =  ( )teϕ  R а t1 t2 t3 

В
ар
іа
нт

 

м рад м с 

13  2.0t2 2t+0.5t2 – 2.0 0 1.0 0.5 

14  ( )602 tsin. ππ  0.6t2 2.0 2.0 0 1.0 3.0 

15  ( )604 tcos. ππ  3t–0.5t2 8.0 – 3.0 0.0 2.0 

16  ( )tcos. ππ02  4.0t2 4.0 2.0 0.5 – 1.0 

17  t2+2t 0.5t2+1 6.0 – 0 1.0 0.5 

18  t2+t t3–2.5t – 6.0 0 1.0 0.5 

19  ( )302 tsin. π  2t–t2 – 3.0 0 0.5 1.0 

20  ( )602 tsin. ππ  4t–0.2t2 4.0 – 0 1.0 3.0 

21  ( )354 tsin. ππ  4t2–2t 9.0 5.0 0 3/2 0.5 

22  2t+2t2 4t2–t 5.0 – 0 1.0 0.5 

23  ( )tsin. π52  t–2t2 – 5.0 0 1.0 3/2 

24  ( )602 tcos. ππ  4t–2t2 2.0 2.0 3.0 2.0 0.0 

25  ( )tsin. ππ02  0.4t2+t 4.0 2.0 0 0.5 0.25 

26  ( )tcos. ππ04  2t+0.5t2 4.0 – 0.5 0.0 1.5 

27  ( )202 tsin. π  2t3–t – 1.5 0 1.0 3.0 

28  ( )351 tsin. π  t3+t 3.0 1.5 0 1.0 0.5 

29  ( )401 tsin. π  3t2–t 2.0 – 0 2.0 6.0 

30  ( )680 tcos. π  0.5t2+t – 1.6 0 3.0 6.0 
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Продовження рисунка 2.18 
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Приклад 2.6. Приклад виконання завдання K.2.5 

Задана горизонтальна пластинка D, яка перпендикулярна до осі 
Oz (рис. 2.19) і обертається навколо осі Oz згідно з законом 

24 tte −=ϕ . У пластинці прорізано канавку, вздовж неї рухається то-

чка М, рух якої описується рівнянням 

( ) ( )602 tsin.tSAM r ππ== , м. 

Визначити абсолютні швидкість і пришвидшення точки М для 
моменту часу t1=1.0 с, якщо а=2.0 м, R=2.0 м. 

 

 

а)  б)  

1 – відносна траекторія точки M;    2 – переносна траекторія точки M 

Рисунок 2.19 

Розв’язання. 
В прикладі, що розглядається, траєкторія відносного руху точки 

М відома – це півколо радіусом R (рис. 2.19, б). Положення точки М на 
траєкторії у відносному русі для моменту часу t1=1.0 с визначається 
дуговою координатою 

( ) ( ) πππ === 6021 1 sin.SS rr , м. 
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Якщо ввести кут α (рис. 2.19, а, б), що визначає положення 
точки М, то матимемо 

2
1 ππα ===

RR
S r . 

Радіус обертання h точки М у переносному русі (h=ОМ) 

82222222 .aaah ===+=  м. 

Переносна кутова швидкість і переносне кутове пришвидшення 
тіла D 

( ) ttt
dt
d

ee 244 2 −=−== ϕω &  рад/с;   ( ) 224 −=−== t
dt
d

ee ωε &  рад/с–2. 

При t1=1 с   ωе=2 рад/с;  εе=–2 рад/с2. 
Вектор переносної кутової швидкості лежить на осі переносного 

обертання Оz і спрямований вверх (рис. 2.19, а). 
Абсолютна швидкість точки М 

rea VVV += .        (2.19.) 

Модуль відносної швидкості цієї точки 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛==

636
2

2 tcostsin
dt
dSV rr

ππππ&  м/с.   (2.20) 

При t1=1 с 

822
6

1
3

2
.cosVr =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

=
ππ

 м/с. 

Спрямований вектор rV  по дотичній відносної траєкторії точки 
(рис. 2.19, б). 
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Модуль переносної швидкості точки М 

6458222 ..hV ee =⋅=⋅= ω  м/с. 

Вектор eV  перпендикулярний до ОМ і спрямований в бік пере-
носного обертання (рис. 2.19, б). 

Модуль абсолютної швидкості точки М 

( ) м/с.15470706458222645822

1352
22

22

......

cosVVVVV reera

=−⋅⋅++=

=⋅⋅⋅++= o

 

Напрям вектора aV  показано на рис. 2.19, б. 
Абсолютне пришвидшення точки М 

cr
n
re

n
ea aaaaaa ++++= ττ .      (2.21) 

Модулі нормального і тангенціального пришвидшень точки М в 
переносному русі 

2811822222 ..ha e
n
e =⋅=⋅= ω  м/с2; 6458222 ..ha ee −=⋅=⋅= ετ  м/с2. 

Вектор n
ea  спрямований по нормалі до переносної траєкторії, 

τ
ea  – по дотичній протилежно вектору eV  (рис. 2.20). 

Модулі нормального і тангенціального пришвидшень точки М в 
відносному русі 

( ) ( ) 983
2
822 22

..
R

Va rn
r ===  м/с2; 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛===

61863

32 tsintcos
dt
dSVa rrr

ππππτ &&&  м/с2. 
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а)  б)  

1 – відносна траекторія точки M;    2 – переносна траекторія точки M 

Рисунок 2.20 

При t1=1 с 

860
6

1
18

3
.sinar −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

−=
ππτ  м/с2. 

Коріолісове пришвидшення точки М визначається за формулою 

( )rec Va ×= ω2  
або за модулем 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⋅⋅=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

∧∧

rererec V,sin.V,sinVa ωωω 822222 . 

При t1=1 с  28119082222 .sin.ac =⋅⋅⋅= o  м/с2. 

Кут між векторами eω  і rV  дорівнює 90° (рис. 2.20, а). 

Вектор Коріолісового пришвидшення ca  перпендикулярний 

площині, в якій лежать вектори eω  і rV  і спрямований в той бік, звід-
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ки суміщення вектора eω  з вектором rV  за найменшим кутом прохо-
дить проти ходу годинникової стрілки (рис. 2.20, а). 

На рис. 2.20, а, б зображено напрямки складових векторів абсо-
лютного пришвидшення. 

До визначення модуля абсолютного пришвидшення точки М 
спроектуємо рівність (2.21) на осі координат x, y, z 

ττ
re

n
ex asinasinaa −+= oo 4545 ;  

c
n
re

n
ey aacosacosaa +−+−= oo 4545 τ ;  0=za . 

При t1=1 с 

1118609611860707064570702811 ........ax =−=−⋅+⋅=  м/с2; 

;м/с23232811983083

2811983707064570702811

....

......ay

=+−−=

=+−⋅+⋅−=
 

0=za . 

Модуль абсолютного пришвидшення точки М 

591123134323111 22222 ....aaaa zyxa ==+=++=  м/с2. 

Відповідь:  154.Va =  м/с2; 5911.aa =  м/с2. 
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2.6 K.6 Визначення кутових швидкостей ланок 
планетарного редуктора 

Визначити кутові швидкості веденого вала ΙΙ і сателітів редукто-
ра. Схеми редукторів показано на рисунку 2.21, а необхідні для розра-
хунків величини наведено в таблиці 2.11. 

Примітка. Додатний і від’ємний знаки кутових швидкостей 
означають відповідно напрямок обертання проти і за годинниковою 
стрілкою, якщо дивитись з боку ведучого вала Ι (для редуктора з 
циліндричними колесами). 

У механізмах, наведених на рис. 2.21, зубчасті колеса, осі яких 
співпадають з основною геометричною віссю механізму, називаються 
центральними. Kолеса, які знаходяться у складному русі (обертання 
навколо власної осі і обертання з власною віссю навколо центральної 
осі) називаються сателітами. Важіль Н, на якому закріплюється рухо-
ма вісь сателіта, називається водилом. Центральне колесо і водило є 
основними ланками. 

Таблиця 2.11 

Радіус, м Частота обертання, об/хв. 

В
ар
іа
нт

 

r1 r2 r3 r4 n1 n2 n3 n4 n5 

1  0.30 0.30 0.15 0.45 3500 500 – – – 

2  0.20 0.30 0.20 1.20 100 –300 – – – 

3  0.35 0.10 0.15 0.40 1200 1800 – – – 

4  4.10 0.15 0.30 0.20 600 900 – – – 

5  0.20 0.15 0.10 0.25 2000 500 – – – 

6  0.10 0.10 0.12 0.54 2000 – – –100 – 

7  0.42 0.14 0.14 – 810 – – – – 

8  0.40 0.10 0.20 0.30 1500 375 – – – 

9  0.20 0.15 0.25 0.60 3000 – – – 300 
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Продовження таблиці 2.11 

Радіус, м Частота обертання, об/хв. 

В
ар
іа
нт

 

r1 r2 r3 r4 n1 n2 n3 n4 n5 

10 0.15 0.07 0.05 0.17 700 – – 200 – 

11 0.20 0.15 0.50 – 1410 – – – – 

12 0.20 0.30 0.15 0.35 1200 – – – – 

13 0.80 0.15 0.35 0.30 1200 – – 500 – 

14 0.10 0.15 0.10 0.60 1500 870 – – – 

15 0.15 0.30 0.15 0.60 2400 – – –400 400 

16 0.20 0.25 0.70 – 3000 – 1800 – – 

17 0.15 0.20 0.25 0.20 2000 – – – – 

18 0.90 0.33 0.24 – 1800 1500 – – – 

19 0.50 0.15 0.10 0.25 500 –300 – – – 

20 0.60 0.15 0.30 – 1800 1200 – – – 

21 0.90 0.30 0.20 0.40 570 – – – – 

22 0.30 0.80 0.70 0.20 975  – – – 

23 0.10 0.15 0.40 – 330 1470 210 – – 

24 0.27 0.33 0.33 1.59 870 – – – – 

25 0.40 0.10 0.20 0.10 600 – – – –200 

26 0.25 0.25 0.15 0.35 600 – – 300 – 

27 0.15 0.12 0.39 – 900 1200 – – – 

28 0.40 0.20 0.30 0.90 270 630 – – – 

29 0.50 0.10 0.15 0.55 800 –200 – – – 

30 0.22 0.49 0.24 0.47 600 900 – – –  
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Приклад 2.7. Приклад виконання завдання K.2.6 
Задано. Редуктор швидкостей, зображений на рис. 2.22, а, вико-

ристовується для передачі обертання від ведучого вала Ι до веденого 
вала ΙΙ, вісь якого збігається з віссю вала Ι. Редуктор має два 
ведучих елементи: вал Ι, що обертається з частотою обертання 
nІ=1200 об/хв, і центральне колесо 1, яке обертається з частотою обер-
тання n1=1800 об/хв. Ведучі елементи приводять до руху спарені між 
собою шестерні 2–3 (сателіти), які вільно насаджено на кінцях водила 
Н, заклиненого на ведучому валу Ι. Сателіти 2–3 знаходяться в зачеп-
ленні з зубчастими колесами 1 і 4. 

Радіуси коліс R1=0.8 м, R2=0.2 м, R3=0.4 м, R4=0.6 м. 
Визначити кутовi швидкoстi веденого вала ΙΙ і шестерень 2–3. 

 

 

а)  б)  

Рисунок 2.22 

Розв’язання. 
За вихідними даними викреслюємо задану схему механізму 

(рис. 2.22, а). 
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Визначення кутових швидкостей ωІІ і ω2–3 з допомогою теорії плоско-
го руху твердого тіла. 

Швидкість точки А 

( ) ( ) ππωω 40
60

2
2121 =+=+⋅=⋅= RRnRROAV I

IIA  м/с. 

Швидкість точки Е (точки контакту шестерень 1 і 2) 

πRnπRωVE 48
60

2
1

1
11 =⋅=⋅=  м/с. 

Точка Р – миттєвий центр швидкостей сателітів (спарених шес-
терень 2–3, див. рис. 2.22, б). 

Кутова швидкість сателітів 2–3 

AEAP
V

AP
V EA

+
==−32ω , 

звідси 

1
4048

2040
=

−
⋅

=
−
⋅

=
ππ

π .
VV
AEVAP

AE

A  м 

і 

612540
1

40
32 .

AP
VA ====− ππω  рад/с. 

Швидкість точки D (точки контакту шестерень 3 та 4) 

( ) ( ) ( ) ππωω 564014033232 =+=+=+= −− .RAPADAPVD  м/с. 

Кутова швидкість шестерні 4 і веденого вала ΙΙ 

293
60

56

4
4 ====

.R
VD

II
πωω  рад/с. 
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Визначення кутових швидкостей ωІІ і ω2–3 з допомогою способу обер-
неного руху (метод Віліса). 

Задамо всьому механізму обертальний рух навколо осі О, який 
дорівнює кутовій швидкості водила Н, але напрямлений в протилеж-
ний бік ( IH ωω −=− ). Тоді диференціальний механізм перетворю-

ється в механізм з нерухомими осями 0=−= нннr ωωω , а кутові 

швидкoсті рухомих ланок відносно водила дорівнюють 

нr ωωω −= 11 ; нr ωωω −= 22 ; 

нr ωωω −= 33 ; нr ωωω −= 44 ,    (2.22) 

де ω1, ω2, ω3, ω4 – абсолютні кутові швидкості. 

Відносно обертання шестерні 2, зовнішньо зачепленої з колесом 
1, спрямована протилежно відносному обертанню колеса 1. Шестерня 
3, спарена із шестернею 2, здійснює такий самий обертальний рух, як 
шестерня 2. Колесо 4, яке має із шестернею 3 зовнішнє зачеплення, 
обертається в протилежний бік шестерні 3. 

Модулі кутових швидкостей цих обертань пов’язані між собою 
співвідношенням 

( )k

r

r
R
R 1

1

2

2

1 −=
ω
ω

;   ( )k

r

r
R
R 1

3

4

4

3 −=
ω
ω

,    (2.23) 

де k – число зовнішніх зачеплень в механізмі. 
З врахуванням (2.22) і того, що 3232 −== ωωω , із (2.23) отри-

маємо 

( )1
1

2

2

1 1−=
−
−

R
R

I

I
ωω
ωω

  і ( )1
3

4

4

3 1−=
−
−

R
R

I

I
ωω
ωω

 

або 
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( ) ( )
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π

πππωωωω
 

Якщо треба визначити тільки 4ωω =II , то в (2.23) перемножив-
ши ліву та праву сторони рівнянь, враховуючи, що rr 32 ωω = , отрима-
ємо 
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rrk
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Відповідь: 2934 == ωωII  рад/с, 6.1253232 −=== −ωωω  рад/с. 
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Додаток  А  

Перелік питань до модульного контролю 

1. Кінематика (визначення). Задача кінематики. 
2. Способи задавання руху точки. 
3. Швидкість та пришвидшення точки при векторному способі 

задавання руху. 
4. Швидкість та пришвидшення точки при координатному спосо-

бі задавання руху. 
5. Швидкість та пришвидшення точки при природньому способі 

задавання руху. 
6. Рівномірний і рівнозмінний рухи точки. 
7. Поступальний рух твердого тіла. Теорема про поступальний 

рух тіла. 
8. Обертальний рух тіла навколо нерухомої осі. Закон обертання 

тіла. 
9. Кутова швидкість і кутове пришвидшення тіла. 
10. Кутова швидкість і кутове пришвидшення як вектори. 
11. Рівномірне і рівнозмінне обертання тіла. 

12. Зв'язок між n (об/хв) та ω (рад/с). 
13. Швидкості та пришвидшення точок тіла в обертальному русі. 
14. Векторні формули для швидкостей та пришвидшень точок 

тіла. 
15. Передавальні механізми. Розрахунок кутових швидкостей. 
16. Складний рух точки. Переносна, відносна і абсолютна швид-

кості і пришвидшення точки. 
17. Теорема про визначення швидкостей в складному русі. 
18. Формули для похідних від одиничних векторів рухомої систе-

ми координат (формули Пуассона). 
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19. Теорема про пришвидшення точки в складному русі (теорема 
Коріоліса). 

20. Складання пришвидшень при поступальному переносному русі 
точки. 

21. Пришвидшення Коріоліса (вектор і модуль). 
22. Напрям вектора пришвидшення Коріоліса (за правилом век-

торного добутку двох векторів). 
23. Напрям вектора пришвидшення Коріоліса (за правилом Жу-

ковського). 
24. Коли пришвидшення Коріоліса дорівнює нулю? 
25. Плоский рух тіла. Визначення. Рівняння руху плоскої фігури. 
26. Розкладання плоского руху. 
27. Як змінюються складові частини переміщення плоскої фігури 

при зміні полюса? 
28. Теорема про швидкості точок плоскої фігури. 
29. Теорема про пришвидшення точок плоскої фігури. 
30. Теорема про проекції швидкостей двох точок тіла. 
31. Миттєвий центр швидкостей (МЦШ). Визначення швидкостей 

точок за допомогою МЦШ. 
32. Як знайти положення миттєвого центра швидкостей? 
33. Окремі випадки визначення положення миттєвого центра 

швидкостей. 
34. Визначення швидкостей точок механізму за допомогою плана 

швидкостей. 
35. Сферичний рух твердого тіла. Визначення. Кути Ейлера. Закон 

сферичного руху тіла. 
36. Швидкості точок тіла при сферичному русі. 
37. Пришвидшення точок тіла при сферичному русі. 
38. Додавання поступальних рухів твердого тіла. 
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39. Додавання обертальних рухів твердого тіла навколо осей,  
що перетинаються. 

40. Додавання двох обертальних рухів тіла навколо паралельних 
осей (обертання в один бік, в протилежні боки, пара 
обертань). 

41. Розрахунок планетарних і диференціальних механізмів. 
Формулa Вілліса. 
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Додаток  Б  
 

( )trr = ( ) ( ) ( );;; 321 tfztfytfx === ( )tfS =

S
dt
dsV &==

dt
rdrV == &

222;

;;
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dt
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++===
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&&

222

;;;

;
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zyx
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dt
dzzayxa

kajaiaa
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&&&&&&dt
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nn
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S
dt
dVVaaaa
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&&&

Пришвидшення  точки  
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Додаток  В  

;rV ×= ω RV ω=

;naaa += τ ;naaa n+= ττ

;ra ×= ετ

;Van ×= ω
Ra ετ =

Ran
2ω=

;4222 ωετ +=+= Raaa n

ω
ε

α =tg

( ) .2

2
;; ωωϕεϕϕωϕ &&&& ======

dt
d

dt
dtf

BABA

AB

aaVV
BABArr const

==

=+=

;

;;

Закон руху, швидкості і пришвидшення точок тіла.

пришвидшення 

пришвидшення тіла

Пришвидшення точки тіла в обертальному русі 

пришвидшення точки 

пришвидшення точки 
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Додаток  Г  

BxAx VпрVпр =

;;; PAVPBVBPV ABB ⋅=⋅=×= ωωω

[ ]ABVBAVVVV BBABAAB ⊥×=+= ;; ω

( ) ( ) ( ).ttyytxx AAAA ϕϕ === ;;
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42

42 ;

ωε

ωε

+=

+=

BQa

aAQ

B

A

,2ω
ε

α arctg=

ABaABa n
BABA ⋅=⋅= 2; ωετ

;або ττ
BA

n
BAA

n
ABBAAB aaaaaaaa +++=+=

пришвидшення

Теорема про пришвидшення точок плоскої 
системи.

ПРИШВИДШЕННЯ ТОЧКИ ПРИ ПЛОСКОМУ РУСІ 

пришвидшення 
Визначення пришвидшення за допомогою МЦП. 

Миттєвий центр пришвидшення
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Додаток  Д  

( ) ( ) ( );;; tzztyytxx ===

( ) ( ) ( );;; 111111 tzztyytxx ===

er VVV +=

( )errer VVcosVVVVV ^
,222 ⋅++=

cc
n
re

n
e

cre
aaaaaa

aaaa
++++=

++=
ττ

222
zyx aaaa ++=

( ) ( )r
^

ccrcrcc VsinVaVa ,2;2 ωωω =×=

:0=са ;0=сω ;erV ω .Vr 0=

Абсолютне пришвидшення

пришвидшення:

пришвидшень: 

пришвидшення Коріоліса 

пришвидшення необхідно 

ШВИДКІСТЬ І ПРИШВИДШЕННЯ ТОЧКИ 
У СКЛАДНОМУ РУСІ 
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Додаток  E 

Титульний лист завдання 

MІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ І НАУКИ, МОЛОДІ ТА СПОРТУ УКРАЇНИ 

Запорізький національний технічний університет 

Кафедра Механіки 

РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНІ ЗАВДАННЯ 

З ТЕОРЕТИЧНОЇ МЕХАНІКИ 

Виконав студент групи:             

Прийняв:           Штанько П. К. 

м. Запоріжжя 
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