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ПЕРЕДМОВА

Дані методичні вказівки призначені для допомоги студенту у засво-
єнні теоретичних положень шляхом розвязування задач на тему “Розрахунок 
статично невизначуваної балки” (задача № 10) з побудовою епюр перерізую-
чих сил, згинальних моментів та прогинів. При чому, для розкриття статич-
ної невизначуваності застосовано чотири найбільш уживані способи, що ви-
вчають в курсі “Опір матеріалів”, і також використовуються: метод Мора, 
спосіб Верещагіна та інші. Умови задачі наведені у контрольних завданнях 
та на кафедральному стенді.
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РОЗРАХУНОК СТАТИЧНО НЕВИЗНАЧУВАНОЇ НЕРОЗРІЗНОЇ 
БАЛКИ

Для балки, що зображена на рис. 1 необхідно
               1 Розкрити статичну невизначуваність, визначивши всі реакції опор.
               2 Побудувати епюри  Qy i Mx .

3 Побудувати епюру прогинів. 

Рисунок 1 – Задана балка

РОЗВЯЗУВАННЯ

Нерозрізна балка (Рис. 1) – один раз статично невизначувана, оскільки зати-
снення лівого кінця дає три реакції, а шарнірно-рухома (опора В) – одну реа-
кцію. Всього потрібно визначити чотири реакції, а рівнянь рівноваги тільки 

три Рy = 0 , Px = 0, M = 0. Отже для побудови основної (статично ви-
значуваної) системи слід усунути одну «зайву» вязь .
Для розвязування цієї задачі існує декілька способів, які і пропонуються при 
інженерних розрахунках :

1 За допомогою рівнянь статики і універсального рівняння методу 
початкових параметрів.

2 За допомогою способу порівняння деформацій.
3 За допомогою рівняння трьох моментів.
4 За допомогою канонічного рівняння методу сил.

MA

A C B D Z
P1=ql

RA

l l l

Y

q RB P2=2ql
RA
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ПЕРШИЙ СПОСІБ :
а) Скористуємось рівнянням статики і запишемо суму моментів від 

активних і реактивних зусиль відносно опори В   (рис.1)
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б) Запишемо рівняння універсального методу початкових парамет-
рів для визначення лінійних переміщень в загальному вигляді.
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У прикладі, який розглядається, координатна система YZ розташована в за-
тисненні, тому початкові параметри  W0=0, 0 = 0 , а точки прикладення зу-
силь відносно початку координат YZ будуть дорівнювати :
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При Z=2l (опораB), WB=0 тоді рівняння (3) запишеться
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RA визначимо підставивши MA із (5) в (1)

-0,875ql2-RA2l-ql2=0.

Звідки     RA= - 0,9375ql. (6)

Знак (-) свідчить про те, що реакціяRA  має протилежний напрям.
Тепер система статично визначуваною. Реакцію RВ визначаємо з рі-

вняння статики, наприклад  0 ΑΜ .
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ДРУГИЙ СПОСІБ – порівняння деформацій.

При застосуванні цього способу задану статично невизначувану си-
стему (рис. 1) потрібно перетворити в статично визначувану усуненням зай-
вої вязі, наприклад на опорі В. Отже еквівалентна система в цьому випадку 
буде такою

Рисунок2 - Еквівалентна система

Умова порівняння деформації має вигляд :
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Де:
B - переміщення точки В,

)(PB - переміщення від усіх зовнішніх зусиль

)( BRB - переміщення від невідомої реакції RB.

При визначенні переміщень можна скористатись будь-яким методом, але 
більш зручним при розгляданні цієї задачі буде спосіб Верещагіна.


x

c
i EI

yω
(9)

при цьому, приперемноженні прямолінійних трапецій слід користуватися 
формулою Корноухова.

)22(
6
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Застосовуючи метод перерізів будуємо епюри моментів від усіх зусиль на 
основі принципу незалежності дії сил.
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Рисунок 3 – Епюри згинальних моментів

Визначаємо складові (8) рівняння деформації.
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Для визначення складового переміщення
11ω cy , скористуємося формулою 

Корноухова.
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Рисунок 3а – Застосування формули Корноухова

Для визначення складового переміщення 
)( BRB перемножуємо саму на себе 

епюру )1( PM x (рис. 3) .

.
3
4

,12221
2
1

2
1

ω

,
3
8

ω

2

3

)(

ly

lllhl

R
EI
l

y

c

B
x

cB BR






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Рисунок 3б - Перемноження епюри Mx

Тепер підставляємо складові в умову (8)
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Звідки
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Отже RB = 3,9375ql, тобто ми маємо те саме значення , що і раніше, в розгля-
нутому першому способі. Реакції  RA    і  MA  визначаємо із умов рівноваги.

 0AM та    .0BM

ТРЕТІЙ СПОСІБ – За допомогою рівняння трьох моментів 
В загальному вигляді рівняння трьох моментів таке:

)(6)(2 1111
np
p

л
pxnnnnnnn EIlMllMlM    . (11)

Це рівняння передбачає балку на трьох опорах з двома прольотами довжи-
ною       ln та ln+1 . Але в нашому прикладі (рис.1) балка має тільки один про-
льот з затисненим кінцем і шарнірно рухому опору. Отже для того , щоб ско-
ристатися рівнянням трьох моментів необхідно утворити еквівалентну сис-
тему, в якій замінити затиснену опору шарнірно-рухомою та ввести додатко-
вий прольот нульової довжини а також замінити навантаження на консолі 
правого прольота еквівалентним моментом відомої величини і напрямку. Та-
ким чином маємо таку еквівалентну схему(рис.4):

Рисунок 4 – Еквівалентна система

Із рис. 4 випливає, що  Mn-1=0, ln=0, 0л
P .

Mn+1= - P2l (враховуючи силу Р2 на консолі).
Таким чином рівняння трьох моментів матиме вигляд:

np
Pxn EIlqllM  62222 2 . (12)

q

n-1

Mn -1 Mn+1

np
pл

p

P1

Mn

ln=0 ln+1=2l

n n+1
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Для визначення опорного моменту   Мп необхідно попередньо об-
числити кути повороту   np

P  від зосередженої сили  Р1 та розподіленого на-
вантаження q, що прикладені в межах прольота балки довжиною ln+1=2l .

qp
np
p   . (13)

Кутові переміщення p   і  q  найчастіше при ручних розрахунках 
визначаються методами початкових параметрів, Мора та способом Вереща-
гіна. Отже нагадаємо ці методи :

а) Від розподіленого навантаження (q)

1 Метод початкових параметрів

Реакції RA = RB = ql.
Початкові параметри на опорі А 

(початок координат) W0 = 0, 0 0.

Рисунок 5 – Визначення   q

В загальному вигляді рівняння метода записуються для кута пово-
роту (кутове переміщення):
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для визначення кута повороту   q=A = 0 потрібно скористатися умовою, 
що на опорі В прогин  WB = 0,
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Знак (-) указує на те, що переріз балки на опорі А повертається за годиннико-
вою стрілкою.

2 Метод Мора

Потрібно розглядати дві системи : від зовнішнього та одиничного 
навантаження )1( m .

Реакції: RA=RB=ql.

l
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Знак (+) вказує на те, що напрям повороту перерізу опори А  спів-
падає з напрямом повороту  т=1.

3 Правило Верещагіна (перемноження епюр)
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Рисунок 7 – Визначення q

б) Від зосередженої сили (Р1)
1) Метод початкових параметрів

Реакції  
2
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В цьому прикладі, оскільки зосереджена сила прикладена по сере-
дині прольоту балки, то можна скористатись умовою, що кут повороту в то-
чці С буде дорівнювати нулю  (  0c  ), отже:
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2) Метод Мора

Реакції опор 
22
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1
 -  протилежні.

Рисунок 9 – Визначення 
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гляд:
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
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

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x
p EI
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4
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1
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Знак  “-“ вказує на те, що кут повороту p - протилежний показаному моме-

нтом 1m .

3) Правило Верещагіна 


x

c
p EI

yω
1

 ,

2
2

22
1

2
1

ω
32 ql

l
ql

hl  ,

2
1

cy ,

xx
p EI

ql
EI
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4

1
2
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2

33

1
 .

Рисунок 10 – Визначення
1P
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Таким чином незалежно від застосованого метода складові кута по-
вороту мають вигляд :

x
p

x
q EI

ql
EI
ql

4
,

3

33

1
  ,

і рівняння (13)
xx

np
p EI

ql
EI
ql

43

33
 .

Знаки кутів повороту визначаються  знаками  згинальних        мо-
ментів  (Мх)  від навантаження, яке діє на цій ділянці прольота балки.

Тепер рівняння (12) буде записано :

3
33

2 5,0
43

62222 ql
EI
ql

EI
ql

EIlqllM
xx

xn 









 .

Звідки     2
33

875,0
4

5,04
ql

l
qlql

M n 


 .

Тепер балку можна розглядати як статично визначувану, визначаю-
чи реакції опор.  AR   і   BR  із умов статики:

  ,9375,3,0232,0 21 qlRMlqllPlPlRM BABA

.9375,0,022,0 21  qlRlPlPlqllRMM AAAB

ЧЕТВЕРТИЙ СПОСІБ  – Метод сил

 Це такий метод в якому невідомими є сили. Порядок розрахунків:
1 Визначається число зайвих вязей.
2 Складається основна система (статично визначувана) усуненням 

зайвих вязей.
3 Складається еквівалентна система в якій до основної системи 

прикладаються зовнішні зусилля і невідомі сили замість усунених зайвих 
вязей.

4 Складається рівняння сумісності деформацій, яке має назву кано-
нічного рівняння методу сил.

Отже для заданої системи (Рис.1) еквівалентну систему більш раці-
онально скласти усунувши вязь на опорі В, замінивши її невідомою силою
Х1.

Канонічне рівняння має вигляд
01111  PX , (18)
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де  11 -  переміщення системи від 
невідомої сили Х1,

P1 -  переміщення системи від 
усіх зовнішніх сил по напрямку 

невідомої сили Х1.

Рисунок 11 – Еквівалентна сиситема із заданим навантаженням

Для визначення переміщень 11  і P1  скористуємось методом поча-
ткових параметрів, розглядаючи еквівалентну систему Рис.11 без сили Х1.
Визначаємо реакції опор   AR   і  AM   із рівняння рівноваги.

,3222,0 12  qlqlqlqlPlqPRP Ay

  .72623,0 2222
12 qlqlqlqllPllqlPMM AA

Рівняння методу початкових параметрів (2) для схеми Рис.11   за-
пишеться:  

24
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6
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6
)0(

2
)0( 43

1
32 











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q
lZPZRZM

EIW AA
xB ,

при  ,2lZ 

4
43322

2
21

24
)2(

66
)2(3

2
)2(7

ql
lqlqllqllql

EIW xB 


 ,

x
BP EI

ql
W

2
21 4

1  .

Для визначення головного переміщення  11   розглянемо систему 
рис. 12 навантажену силою Х1 = 1.

P2

l l l

RA

MA

q

A B Z
P1 X1

Y
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Реакції опори А

lMR AA 21,1  .

Рисунок 12 - Система з одиничним навантаженням
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Підставимо в рівняння (18)

0
2
21

3
8 4

1

3


xx EI
ql

X
EI
l

.

Звідки  qlql
l

EI
EI
ql

RX x

x
B 9375,3

16
63

8

3
2
21

3

4

1  ,

отже визначена реакція BR , і, таким чином, розкрита статична невизначува-
ність системи. Реакції  AR   і AM   системи рис. 1 визначаються з умов рівно-
ваги, що показані при розгляданні інших способів. В розглянутому прикладі 
задачі спосіб порівняння деформації (2) і канонічного рівняння методом сил 
(4) при визначенні переміщень не має суттєвих різниць і тому його можна 
було не розглядати, але це тільки для такого приклада. Якщо балка буде мати 
дві затиснені опори або більш ніж два прольоти, або статично невизначувану 
раму, тоді спосіб канонічного рівняння методу сил буде найбільш зручним 
при розрахунках з використанням ПЕОМ.

X1=12lRA=1

AMA=12l
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Побудова епюр   Qy i Mx

Рисунок 13 – Епюри Qy , Mx таW
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Ділянка І-І   lZ  10 ,

constqlPy  2Q 21
,

121
ZPM x  ,

qlMlZ x 2,
12  .

Ділянка ІІ-ІІ 00 2 Z ,

222
Q qZRP By  ,

qlqlqlZ y 9375,19315,32Q,0
22  ,

qlqlqllZ y 9375,09375,32Q,
22  ,

2
)(

2
2

2222

qZ
ZRZlPM Bx  ,

2
2 22,0

2
qllqlMZ x  ,

22
2 5625,05,09375,322,

2
qlqllqllqlMlZ x  .

Ділянка ІІІ-ІІІ lZ  30 ,

33
Q qZRAy  ,

qlRZ Ay 9375,0Q,0
33  ,

qlqlqllZ y 9375,19375,0Q,
33  ,

2

2
3

33

qZ
ZRMM AAx  ,

2
3 875,0,0

3
qlMMZ Ax  ,

2222
3 5625,05,09375,0875,0,

3
qlqlqlqlMlZ x  .

 Побудова епюри прогинів

Для побудови епюри прогинів скористаємось рівнянням (15) мето-
да початкових параметрів, маючи на увазі, що початкові параметри  0=0,
W0=0. Тоді рівняння запишеться:
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4
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x
C EI

qlW
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Прогин в точці В (на опорі). Відомо , що на опорі прогин нульовий, 
тому це контрольна точка, якщо при обчисленні прогин не дорівнюєнулю, 
то це свідчить, що в розрахунках є помилка.
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