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ЗАГАЛЬНІ  МЕТОДИЧНІ  ВКАЗІВКИ 

Опір матеріалів − наука про інженерні методи розрахунків на міц-
ність, жорсткість і стійкість елементів конструкцій різних споруд та 
механізмів [1]. 

Навчальним планом ІV семестру студенту заочнику передбачено 
виконати дві розрахунково-графічні роботи (РГР). Студент повинен 
виписати із таблиці, що додається до умови кожної задачі, дані у від-
повідності зі своїм особистим номером (шифром), який складається з 
шести останніх цифр його залікової книжки та перших шести літер ро-
сійського алфавіту. 

Наприклад, номер залікової книжки – 02.06.60.014, тоді 
− шифр   – 6 6 0 0 1 4 t рядки таблиці, 
− літери – а б в г д е t колонки таблиці. 

Із кожної вертикальної колонки таблиці, що позначена відповід-
ною літерою, необхідно виписати тільки одне число, яке стоїть в тому 
горизонтальному рядку, номер якого співпадає з номером літери. 

Наприклад, вертикальні колонки таблиці 1.1 позначені літерами е, 
г і д. В цьому випадку студент повинен виписати із колонки е рядок з 
номером 4 (ІV схема, рис. 1.1 і відношення h/b=1.7), із колонки г – ря-
док номер 0 (P=5 кН) та із колонки д – рядок номер 1 (l=1.1 м). 

Розрахунково-графічну роботу необхідно виконувати в окремому 
зошиті або на зброшурованих аркушах формату А4. 

Перед розв’занням кожної задачі необхідно виписати її назву та 
умову задачі з числовими даними, накреслити розрахунокову схему 
або переріз і показати на рисунку або графіку в числах всі величини, 
необхідні для розрахунку. 

Комп’ютерний варіант виконання роботи не допускається. 
Роботи, виконані з порушенням цих вказівок, не зараховуються. 
Перевірка правильності виконання РГР та її захист здійснюється 

безпосередньо у викладача під час консультації. 



 5

ТИПОВІ   ЗАДАЧІ   ДО  
РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНОЇ   РОБОТИ   №1 

1 РОЗРАХУНКИ  НА  МІЦНІСТЬ  ПРИ  КОСОМУ  ЗГИНАННІ 

1.1 Умова задачі 

Дерев’яна балка прямокутного поперечного перерізу навантажена 
вертикальною силою Р у точці А та горизонтальною силою Р в точці 
В. Обидві сили розташовані в головних площинах інерції. 

Необхідно: 
а) побудувати епюри згинальних моментів у вертикальній (Мх) 

та горизонтальній (Мy) площинах; 
б) знайти небезпечний переріз; 
в) підібрати розміри поперечного перерізу h та b при допусти-

мому напруженні [σ]=10 МПа; 
г) визначити положення нейтральної лінії в небезпечному 

перерізі; 
д) для небезпечного перерізу побудувати епюру нормальних 

напружень у аксонометрії. 
Примітка. Для спрощення обчислення рекомендується всі розра-

хунки до остаточного результату проводити в загальному вигляді. 
Розрахункові схеми та вихідні дані наведені на рисунках 1.1 і в 

таблиці 1.1. 

Таблиця 1.1 – Варіанти вихідних даних 

№ 
рядка Схема Р, 

кН 
l, 
м h/b № 

рядка Схема Р, 
кН 

l, 
м h/b 

1 I  14 1.1 2.0 6  VI 9 1.6 1.5 
2 II  13 1.2 1.9 7  VII 8 1.7 1.4 
3 III  12 1.3 1.8 8  VIII 7 1.8 1.3 
4 IV  11 1.4. 1.7 9  IX 6 1.9 1.2 
5 V  10 1.5 1.6 0 X 5 2.0 1.1 
 е г д е  е г д е   
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1.2 Приклад розрахунку 

Вихідні дані: P=10 Кн;   l=1 м;   h/b=1.2;   [σ]=8 МПа. 

  

  

 
Вертикальна 

площина 

 
 

 

Горизонтальна 
площина 

 
 

Рисунок 1.2 − Розрахункова схема, епюри Мх та Мy 
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1.2.1 Побудова епюр згинальних моментів 

Визначаємо реакції опор від дії горизонтальних та вертикальних 
зусиль Р, при цьому для зручності горизонтальну площину суміщаємо з 
вертикальною. Будуємо епюри згинальних моментів Мх та Мy (рис. 1.2). 

1.2.2 Визначення розмірів поперечного перерізу 

Умова міцності для косого згину має вигляд 
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Для визначення небезпечного перерізу обчислюємо вираз, що зна-
ходиться в круглих дужках. 

Точка А:  (0.5·P·l+0.25 P·l·1.2)=0.8·P·l. 

Точка D:  (0+0.5·P·l·1.2)=0.6·P·l, 

де 21.
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Визначаємо моменти опору 
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1.2.3 Побудова епюри нормальних напружень 

1.2.3.1 Визначаємо напруження в кутових точках небезпечного перерізу 
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Враховуючи, що епюри моментів Мх та Мy будуємо збоку стисну-
тих волокон, то знак напружень в кутових точках визначається місцем 
їх знаходження у відповідних зонах. 

Наприклад, напруження в точці 1 має найбільше значення зі зна-
ком мінус; так як від дії моменту Мх стиснута верхня частина перерізу 
(т. 1 і 2), а від моменту Мy стиснута ліва частина перерізу (т. 1 і 4) 
рис. 1.2 
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Аналогічно     σ(2)=-5+3=-2 МПа; 

σ(3)=+5+3=+8 МПа; 

σ(4)=+5-3=+2 МПа. 

1.2.3.2 Визначаємо положення нейтральної лінії 
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де 
2
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⎞
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b
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y

x ; 

α=–36°. 

1.2.3.3 Будуємо епюру нормальних напружень в аксонометрії 

Рисунок 1.3 − Eпюрa нормальних напружень в аксонометрії 

[1, С. 325−332; 2, С. 39−41; 3, С. 355−363]. 
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2 РОЗРАХУНКИ  НА  МІЦНІСТЬ ПРИ  ЗГИНАННІ  З  КРУЧЕННЯМ 

2.1 Умова задачі 

Шків, діаметром D1, і з кутом нахилу віток пасу до горизонту α1, 
робить n обертів за хвилину і передає потужність N кВт. 

Два інших шківи мають однаковий діаметр D2 і однакові кути на-
хилу віток пасу до горизонту α2, кожен з них передає потужність N/2. 

Необхідно: 
а) визначити і побудувати епюру крутних моментів Мкр; 
б) визначити колові зусилля та радіальний тиск на вал; 
в) накреслити розрахункову схему і показати зусилля, що діють 

на вал; 
г) побудувати епюри Мх і Мy у вертикальній та горизонтальній 

площинах; 
д) побудувати епюру сумарних моментів Мзг; 
е) знайти, з аналізу епюр Мкр і Мзг, максимальний розрахунковий 

момент за третьою теорією міцності; 
ж) визначити діаметр валу при [σ]=70 МПа та округлити його до 

стандартної величини. 
Розрахункові схеми та вихідні дані наведені на рисунку 2.1 і в 

таблиці 2.1. 

Таблиця 2.1 − Вихідні дані 

№ 
рядка Схема 

N, 
кВт 

n, 
об/хв а, м b, м с, м D1, м D2, м α1° α2° 

1 I  10 100 1.1 1.5 1.8 1.1 1.0 10 0 
2 II  20 200 1.2 1.6 1.9 1.2 1.9 20 90 
3 III  30 300 1.3 1.7 1.0 1.3 1.8 30 80 
4 IV  40 400 1.4 1.8 1.1 1.4 1.7 40 70 
5 V  50 500 1.5 1.9 1.2 1.5 1.6 50 60 
6 VI  60 600 1.6 1.1 1.3 1.6 1.5 60 50 
7 VII  70 700 1.7 1.2 1.4 1.7 1.4 70 40 
8 VIII  80 800 1.8 1.3 1.5 1.8 1.3 80 30 
9 IX  90 900 1.9 1.4 1.6 1.9 1.2 90 20 
0 X  100 1000 1.0 1.0 1.7 1.0 1.1 0 10 
 е д е г д е д е д е  
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Рисунок 2.1 − Розрахункові схеми 
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2.2 Приклад розрахунку 

Вихідні дані: N=100 кВт;   n=1000 об/хв; 
а=b=1 м;   D1=1 м;   D2=0.5 м; 
α1=60°;   α2=30°. 

 

а) 

 

б) 

 

в) 

 

г) 

 

д) 
 

е) 

 

Рисунок 2.2− Розрахункова схема, епюри Мх, Мy, Мкр, Мзг 
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2.2.1 Визначити Мкр на шківах D1 і D2 

Мкр1=9.55N/n=0.955 кНм; 

Мкр2=0.5Мкр1=0.4775 кНм. 

2.2.2 Визначити колові зусилля t1, t2 і радіальний тиск на вал P1 та P2 

911
1
955022

1
1

1 ..
D

M
t кр =

⋅
==  кН; 

911
50
4775022

2
2

2 .
.
.

D
M

t кр =
⋅

==  кН; 

P1=3t1=3·1.91=5.73 кН;   P2=3t2=3·1.91=5.73 кН. 

2.2.2.1 Визначити зусилля, які діють в горизонтальній і вертикальній 
площинах 

P1гор=P1·cos α1=5.73·cos 60°=2.865 кН; 

P2гор=P2·cos α2=5.73·cos 30°=4.962 кН; 

P1вер=P1·sin α1=5.73·sin 60°=4.962 кН; 

P2вер=P2·sin α2=5.73·sin 30°=2.865 кН. 

2.2.3 Показати на розрахунковій схемі усі зусилля, які діють на вал, 
і визначити опорні реакції (рис. 2.2, б) 
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2.2.3.2 Горизонтальна площина, яку для зручності суміщаємо 
з вертикальною площиною 
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2.2.4 Побудувати епюру Мкр (рис. 2.2, в) 

2.2.5 Визначити згинальні моменти в вертикальній і 
горизонтальній площинах для характерних перерізів і 
побудувати епюри Мх і Мy (рис. 2.2, д; 2.2, г) 

2.2.6 Побудувати сумарну епюру згинальних моментів, 
попередньовизначивши їх величину в характерних точках 1, 
2, 3 (рис. 2.2, е) 

( ) 865243214812 2222
1 ...MMM YXзг =+=+=  кН·м; 

( ) 405638403946 22
2 ...M зг =+=  кН·м; 
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( ) 203367327651 22
3 ...M зг =+=  кН·м. 

Примітка. Необхідно пам’ятати, що вектор моменту Мзг в різних 
перерізах може мати різні напрями, внаслідок чого епюра Мзг може бу-
ти криволінійною (рис. 2.2, е; ділянки 1−2, 2−3). 

2.2.7 Визначити небезпечний переріз і величину III
pM  у цьому 

перерізі 

Для нашого прикладу це переріз в т. 2 (опора А), де 

Мкр=0.4775 кН·м;   Мзг=6.405 кН·м. 

Тому 

4236477504076 2222 ...MMM крзг
III
p =+=+=  кН·м. 

2.2.8 Визначити діаметр вала 

[ ]
23

3
3 10789

70143
1042363232 −

−
⋅=

⋅
⋅⋅

== .
.
.M

d
III
p

σπ
 м. 

Округлюючи розрахунковий діаметр до стандартних величин, 
передбачених ГОСТ 6636-69, одержимо − d=100 мм. 

[1, С. 338−342; 2, С. 42−45; 3, С. 377−384]. 
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3 ПОБУДОВА  ЕПЮР  Qy,  Mx  І  ЛІНІЇ  ПРОГИНІВ  W(Z) 
ДЛЯ  СТАТИЧНО  НЕВИЗНАЧУВАНИХ 

НЕРОЗРІЗНИХ  БАЛОК 

3.1 Умова задачі 

Статично невизначувана балка навантажена розподіленим та 
зосередженим зусиллям. 

Необхідно: 

а) розкрити статичну невизначуванність балки і визначити 
реактивні зусилля (в долях ql); 

б) побудувати епюри перерізуючих сил Qy та згинаючих 
моментів Мх; 

в) побудувати епюри прогинів W та обчислити три координати 
у прольоті і дві − на консолі. 

Розрахункові схеми та вихідні дані наведені на рисунку 3.1 
і в таблиці 3.1. 

Таблиця 3.1 − Вихідні дані 

Коефіцієнти Коефіцієнти № 
рядка Схема 

α β 
№ 

рядка Схема 
α β 

1 I  0.1 1.0 6 VI  0.6 1.5 

2 II  0.2 0.9 7 VII  0.7 0.4 

3 III  0.3 0.8 8 VIII  0.8 0.3 

4 IV  0.4 0.7 9 IX  0.9 0.2 

5 V  0.5 0.6 0 X  1.0 0.1 

 е г д  е г д 
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Рисунок 3.1 − Розрахункові схеми 
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βll/2 

q 

l/2

P=αql

A

βll/2 

q

l/2

P=αql

A

βll/2

q

l/2
P=αql

A

βll/2

q

l/2
P=αqlA

βll/2 

q

l/2

P=αql



 19

3.2 Приклад розрахунку 

Вихідні дані: α=1;   β=1. 

а) 

 

б) 

 

в) 

 

г) 

 

Рисунок 3.2− Розрахункова схема, епюри Мх, Qy та W(г) 

1.0 1.0 

0.875

0.375

1.0 

епюра Mx, 
(ql2) 

0.067

0.55 

0.0151
0.032

епюра W, 
(ql4/ЕІ) 

1.875

епюра Qy, 
(ql) 

l/3 l/3 l/3 l/2 

O 
z 

I 
y 

P=αql

l 

RA 
А 

βl

q 

I z 

II

IIRO

MO 

В
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Статичну невизначуванність розв’язуємо за допомогою рівнянь 
статики та метода початкових параметрів. 

3.2.1 Визначаємо момент та реакцію на лівій опорі МО і RО 

Для цього складаємо два рівняння. 
3.2.1.1 Рівняння статики у вигляді суми моментів всіх зовнішніх 

зусиль відносно правої опори А (рис. 3.2, а) 

0
2

0 2
2

=+−⋅+=∑ qlqllRM;M OOA ,   (3.1) 

де P·β·l=ql2. 
3.2.1.2 Рівняння метода початкових параметрів для першої ділянки 

(рис. 3.2, а) 

2462

432 zqzRzMzEIWEIWEI OO
OxOxzx

⋅
−

⋅
+

⋅
+⋅ϕ+= . 

При z=0   W(O)=0;   ϕО=0 (закріплення). 
При z=l   W(l)=0 (опора). Тоді 

0
2462

432
=−

⋅
+

⋅ qllRlM OO .   (3.2) 

Із рівняння 3.2 визначаємо 

4
3 ql

l
MR O

O +−= . 

Із рівняння 3.1 визначаємо 

0
2

3
4

2
2

=+−⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ qlqll

l
MqlM O

O ; 2
2

3750
8

3 ql.qlMO == . 

Тоді RO=−0.875·ql − напрям RО  змінюємо на протилежний. 
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3.2.2 Визначаємо реакції RA 

.ql.R;qlqlMlR;M AOAO 875202
2

0 2
2

==−−−⋅=∑  

3.2.3 Визначаємо Qy і Мх 

Ділянка ОА, переріз І–І: 0≤z≤l. 

Qy=−RO−qz;   Мx=MO−RO·z−
2

2qz ; 

z=0;   Qy=−RO=0.875ql;   Мx=MO=0.375ql2; 

z=l;   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=−−=

.qlM

ql.qlql.Q

x

y
2

;87518750
 

Ділянка АВ, переріз ІІ–ІІ: 0≤z≤l. 
Qy=q·l;   Мx=−q·l z; 
z=0;   Qy=q·l;   Мx=0; 
z=l;    Qy=q·l;   Мx=−q·l2. 

За відомими даними будуємо епюри Qy та Мx (рис. 3.2; б, в). 

3.2.4 Визначення прогинів балки 

Початок координат системи yz вибираємо в закріпленні (точка О). 
Тоді початкові параметри WO і ϕО дорівнюють нулю (WO=0; ϕО=0) і 
рівняння прогинів набирає вид 

Ділянка ОА: 0≤z≤l. 
2462

432 zqzRzM
WEI OO

zx
⋅

−
⋅

−
⋅

=  

1. z=0;   W(O)=0. 3. .
EI
ql.Wlz

x
l

4

3
2 0320;

3
2

==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

2. .
EI
ql.Wlz

xl

4

3
1 01510;

3
1

==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  4. z=l;    W(l)=0. 
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Ділянка АВ: l≤z≤2l.  

( ) ( )
;

2462462

43432 lzqlzRzqzRzMWEI AOO
zx

−
−

−
+

⋅
−

⋅
−

⋅
=  

1. ( ) .
EI
ql.Wl.z

x
l.

4

51 0670;51 −== 2. ( ) .
EI
ql.W;lz

x
l

4

2 5502 −==  

Епюра прогинів показана на рис. 3.2; г. 

[1, С. 404−442; 2, С. 38−39]. 
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ТИПОВІ  ЗАДАЧІ  ДО  РОЗРАХУНКОВО-ГРАФІЧНОЇ  
РОБОТИ  №2 

4 РОЗРАХУНКИ  НА  СТІЙКІСТЬ ТИСНУТИХ  СТЕРЖНІВ 

4.1 Умова задачі 

Сталевий стержень, довжиною l, стискається силою Р. 
Необхідно: 
а) знайти розміри поперечного перерізу при допустимому напру-

женні [σ]=160 МПа (розрахунки виконувати послідовними на-
ближеннями); 

б) знайти критичну силу і коефіцієнт запасу стійкості. 

Розрахункові схеми і вихідні дані наведені на рисунку 4.1 і 4.2 та 
в таблиці 4.1. 

Таблиця 4.1 − Вихідні дані 

 

 1  2  

3  4  5  

Рисунок 4.1 − Схеми закріплення 

№ 
рядка 

Вид 
пере-
різу 

Р, 
кН 

l, 
м 

Схема
закріп-
лення 

1 I  100 2.1 

2 II  200 2.2 
1  

3 III  300 2.3 

4 IV  400 2.4 
2  

5 V  500 2.5 

6 VI  600 2.6 
3  

7 VII  700 2.7 

8 VIII  800 2.8 
4  

9 IX  900 2.9 

0 X  1000 3.0 
5  

 е г д д 

l 

P

l 

P 

l 

P

l 

P

l 

P

l 
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I  II  III  IV  

V  VI  VII  VIII  

IX  X   

Рисунок 4.2 − Види поперечних перерізів стержня 

4.2 Приклад розрахунку 

 

 

Вихідні дані: Р=200 кН; 
l=2.1 м; 
Е=2·105 МПа; 
[σ]=160 МПа. 

Розміри поперечного перерізу визначаємо з умови стійкості 

[ ]σϕσ ⋅==
F
P

c . 

Розв’язуємо задачу методом послідовних наближень. 

a 

a 

a

a0.2a

1.5a

a

0.2a

2a 

a 

0.2a 

1.5a 

a

2a 

a 

2a 

a 2a
 

a 

0.2a

a 

a a

a

l 

P 

0.2d

d 

х 
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Коефіцієнт зменшення допустимого напруження для першого на-
ближення приймаємо 0.5, тобто середнє значення 0 ≤ ϕ ≤ 1. 

4.2.1 Перше наближення: ϕ1=0.5. 
4.2.1.1 Визначення розмірів поперечного перерізу 

З одного боку площа поперечного перерізу визначається з умови 
стійкості 

[ ]σϕ1

PF = ; 3
6

3
1052

1016050
10200 −⋅=

⋅⋅
⋅

= .
.

F  м2=25 см2. 

З іншого боку площа поперечного перерізу розраховується як 
площа кільцевого перерізу 

( ) 22
2

1600202
44

d.d.ddF πππ
⋅=⋅−−= . 

Тоді  057
160
25

160
.

..
Fd ===

ππ
 см. 

4.2.1.2 Розрахунок гнучкості стержня і моменту інерції 

Визначаємо гнучкість стержня 
mini

lμλ =  і мінімальний радіус інерції 

F
Ii min

min = , а також мінімальний момент інерції кільцевого перерізу 

( ) 434
4

1061340
6464

d.d.ddI min πππ −⋅=−−= . 

Тоді 06205729202920
160
10613

2

43
...d.

d.
d.imin =⋅==

⋅
=

−

π
π  см; 

204
062
2102

=
⋅

=
⋅

=
.i

l

min

μ
λ . 

0.2d 

d 
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4.2.1.3 Обираємо коефіцієнт зменшення допустимого напруження з 
таблиць залежності ϕ=f(λ): 1901 .=′ϕ . 

4.2.1.4 Виконуємо перевірку на стійкість 

421
1052190

10200
3

3

1
=

⋅⋅
⋅

=
⋅′

= −..F
P

ϕ
σ  МПа > 160 МПа. 

Оскільки напруження значно перевищує допустиме, то необхідно 
зробити ще одне наближення. 

4.2.2 Друге наближення 
4.2.2.1 Розрахуємо коефіцієнт зменшення напруження 

як середньо арифметичне 

3450
2

19050
2

11
2 ...

=
+

=
′+

=
ϕϕϕ . 

4.2.2.2 Визначення розмірів поперечного перерізу 

Відповідно перерахуємо площу, діаметр труби, мінімальний 
радіус інерції 

[ ]
3

6

3

2
10623

101603450
10200 −⋅=

⋅⋅
⋅

=
⋅

= .
.

PF
σϕ

 м2=36.2 см2; 

498
160

236
160

.
.

.
.
Fd ===

ππ
 см; 

imin=0.292d=2.48 см. 

4.2.2.3 Визначаємо гнучкість стержня 

170
482
2102

≅
⋅

=
⋅

=
.i

l

min

μ
λ . 
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4.2.2.4 Обираємо новий коефіцієнт зменшення допустимого напруження 
з таблиць залежності ϕ=f(λ): 2602 .=′ϕ . 

4.2.2.5 Виконуємо наступну перевірку на стійкість 

212
10623260

10200
3

3

2
=

⋅⋅
⋅

=
⋅′

= −..F
P

c ϕ
σ  МПа > 160 МПа. 

Напруження перевищує допустиме на 32.5%, тому знову перехо-
димо до наступного наближення. 

4.2.3 Наступне наближення 

4.2.3.1 Розрахуємо коефіцієнт зменшення напруження, розмір попереч-
ного перерізу та гнучкість стержня 

3030
2

2603450
2

22
3 ...

=
+

=
′+

=
ϕϕϕ ; 

[ ]
3

6

3

3
10134

101603030
10200 −⋅=

⋅⋅
⋅

=
⋅

= .
.

PF
ωϕ

 м2=4.13 см2; 

069
160

341
160

.
.

.Fd ===
ππ

 см.   imin=0.292·9.06=2.64 см. 

159
642
2102

≅
⋅

=
⋅

=
.i

l

min

μ
λ . 

4.2.3.2 Обираємо коефіцієнт зменшення допустимого 
напруження з таблиць залежності ϕ=f(λ) 

Більш точно табличний коефіцієнт ϕ визначаємо за допомогою ін-
терполяції 

29309
10

2903203203 .... =⋅
−

−=ϕ . 

λ ϕ 
150 0.32 
160 0.29 
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4.2.3.3 Виконуємо наступну перевірку на стійкість 

165
101342930

10200
3

3

3
=

⋅⋅
⋅

=
⋅′

= −..F
P

ϕ
σ  МПа. 

4.2.3.4 Підраховуємо відносну похибку 

%% 3100
160

165160
=⋅

−
=δ . 

Похибка розрахунків задовільна і не перевищує ± 5%. 

4.2.4 Розрахунок критичної сили та коефіцієнта запасу стійкості 

Оскільки λ>λгр=100, то критичну силу розраховуємо за форму-
лою Ейлера 

( ) ( )
FE

l
iFE

l
IEP minmin

кр ⋅=
⋅⋅⋅

=
⋅

⋅⋅
= 2

2

2

22

2

2

λ
π

μ
π

μ
π

, 

де FiI minmin ⋅= 2 ; 

mini
l⋅

=
μ

λ . 

Тоді 1432210134
159

102143 3
2

82
...Pкр =⋅⋅

⋅⋅
= − . 

Коефіцієнт запасу стійкості 

611
200

14322 ..
P

P
n кр
ст === . 

[1, С. 502−5064; 2, С. 46−471; 3, С. 492−496]. 
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5 РОЗРАХУНКИ  НА  МІЦНІСТЬ  З  УРАХУВАННЯМ  СИЛ  ІНЕРЦІЇ 

5.1 Умова задачі  
Валик і жорстко з’єднаний з ним ломаний стержень, такого ж 

поперечного перерізу, обертається з постійною швидкістю навколо 
осі АВ. 

Необхідно: 

а) побудувати епюру Mx від дії сил інерції, що виникають на вер-
тикальній (СD) і горизонтальній (DЕ) ділянках ломаного 
стержня; 

б) знайти допустиме число обертів валика (АВ) за хвилину, при 
допустимому навантаженні [σ]=100 МПа і γ=78 кН/м3. 

Розрахункові схеми і вихідні дані наведені на рисунку 5.1 і 
в таблиці 5.1. 

Таблиця 5.1 − Вихідні дані 

№ 
рядка Схема l, см 

Діаметр
валика 
d, мм 

№ 
рядка Схема l, см 

Діаметр 
валика 
d, мм 

1 I  15 21 6 VI  40 16 

2 II  20 22 7 VII  45 17 

3 III  25 23 8 VIII  50 18 

4 IV  30 24 9 IX  55 19 

5 V  35 25 0 X  60 20 

 е д г  е д г 

Примітки. 1. Для спрощення обчислень рекомендується викону-
вати їх спочатку у загальному вигляді, позначаючи інтенсивність сил 
інерції через q. 

2. Рівнодійні сил інерції на горизонтальних і вертикальних ділянках, 
опорні реакції, ординати епюри Mх потрібно виразити через ql і ql2. 



 30

I  

 

VI

 

II  

 

VII 

 

III  

 

VIII 

 

IV  

 

IX

 

V  

 

X

 

Рисунок 5.1 − Розрахункові схеми 
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5.2 Приклад розрахунку 

 Вихідні дані:  

[σ]=100 МПа; 
γ=78 кН/м3; 
l=40 см; 
d=20·мм. 

5.2.1 Встановлюємо закон зміни інтенсивності сил інерції і 
визначаємо реакції опор 

  

Ділянка CD:  0≤z≤l. 

( ) z
g
Fzq ⋅

⋅
= 2ωγ  t лінійний закон. 

При z=0; t q(0)=0; z=l;  t ( ) l
g
Flq ⋅

⋅
= 2ωγ

. 

Ділянки DЕ:  Всі точки стержня знаходяться на однаковій від-
стані l від осі обертання, тому 

l
g
FqqDE ⋅

⋅
== 2ωγ

. 

E 

А C

D

B 

l

l ll

ω 

A

z 

C

D

B 

Mx 

E

A 

q

z 

z 

z

Mx

Mx

Mx

RA RB

q
q(z)

Епюра Mx, (ql2)

A

E 

C

D

B
½

2 

½
½
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;0
2
52

2
1;0 =⋅−⋅−⋅=∑ lqllqllRM BA    ;

2
7 qlRB=  

;0
2
3

2
1;0∑ =⋅−⋅−⋅= lqllqllRM AB    .qlRA 2=  

Перевірка: ;0
2
1;0 =−−−=∑ qlqlRRP ABвер  

.qlqlql 0
2
32

2
7

=−−  

5.2.2 Визначаємо згинальні моменти на кожній ділянці 

Ділянка ЕD: 0≤z≤l. 

2
;

2

2qzMzqzM xx −=⋅+  t квадратична парабола. 

При z=0 t Mx=0;   при z=l t 
2

2qlM x −=  t епюру будуємо на 

стиснутих волокнах. 
Ділянка CD: 0≤z≤l. 

222
2
14

2
702 qlqlqlM;lRlRM xABx −=−==⋅+⋅−  t const. 

Ділянка AВ: 0≤z≤l. 

zRM Ax ⋅−= .   При z=0 t Mx=0;   при z=l t 22qlM x −= . 

Ділянка BC: 0≤z≤l. 

( )zlRzRM ABx +−⋅= .   При z=0 t 22qlM x −= ;   при z=l t 

2
2
1 qlM x −= . 
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За одержаними даними будуємо епюру Mx, звідки знаходимо мак-
симальний момент 

22qlM
maxx = . 

5.2.3 Із умови міцності визначаємо допустиме число обертів валика 

[ ]σσ ≤=
x

x
max W

M
max . 

Враховуючи, що  32l
g
Fq ωγ

=    
32

3dWx
π

= ;   
4

2dF π
= ,   

запишемо   32
2

4
2 l

g
dM maxx ωγπ

= . 

Тоді отримуємо 

[ ]σγω
π

ωπγσ ≤=⋅⋅⋅=
gd

l
d

ld
gmax

32

3
32

2 1632
4

2 , 

звідки [ ] [ ] 6715
40107816

100020819
16 333 .

.
..

l
dg

=
⋅⋅⋅

⋅⋅
=

⋅⋅
⋅⋅

= −γ
σω  с-1. 

Допустиме число обертів валика 

[ ] [ ] 6714930671530 ..n =
⋅

=
⋅

=
ππ

ω  об./хв. 

[1, С. 605−610; 2, С. 52−53; 3, С. 534−537]. 
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6 ВИЗНАЧЕННЯ  НАПРУЖЕНЬ  В  ДВОТАВРОВИХ  БАЛКАХ  
ПРИ  УДАРНОМУ  НАВАНТАЖЕННІ 

6.1 Умова задачі 

На двотаврову балку, яка закріплена на двох жорстких опорах, з 
висоти h падає вантаж Р. 

Необхідно: 
а) визначити найбільше напруження в небезпечному перерізі 

балки; 
б) розв’язати аналогічну задачу за умови, що праву опору замі-

нюємо пружиною, піддатливість якої дорівнює α; 
в) порівняти отримані результати. 

Розрахункові схеми і вихідні дані наведені на рисунку 6.1 і 
в таблиці 6.1. 

Таблиця 6.1 − Вихідні дані 

№ 
рядка Схема № 

двотавра
l, 
м 

Р, 
Н 

h, 
см 

α·103, 
м/кН 

1 I  20 2.1 1100 11 21 

2 II  20а 2.2 1200 12 22 

3 III  24 2.3 300 3 23 

4 IV  24а 2.4 400 4 24 

5 V  27 2.5 500 5 25 

6 VI  27а 2.6 600 6 26 

7 VII  30 2.7 700 7 27 

8 VIII  30а 2.8 800 8 28 

9 IX  33 2.9 900 9 29 

0 X  36 3.0 1000 10 30 

 е д е г д е 
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VII  
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VIII
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V 

 

X  

 

Рисунок 6.1 − Розрахункові схеми 
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6.2 Приклад розрахунку 

 Вихідні дані:   двотавр №20; 
h=11 см;   l=2.2 м; 
P=800 H; 
Jх=1810 см4; 
E=2·1011 Па; 
α=22·10─3 м/кН; 
Wх=181 см−3.  

6.2.1 Визначаємо статичний 
прогин в точці удару (методом 
Верещагіна) 

6.2.1.1 Визначаємо реакції опор 

;0
4

;0 =−⋅=∑ lPlRM BA  

200
4

==
PRB Н; 

;0
4
3;0 =−⋅=∑ PllRM AB  

600
4
3

== PRA Н. 

Перевірка:    ∑ = ;0yP  

;0=+− AB RPR  

.PPP 0
4
3

4
1

=+−  

6.2.1.2 Будуємо епюри згинальних моментів від дії реального наванта-
ження та одиничної сили і визначаємо площі ω1, ω2 та ординати 

1Cy~ , 
2Cy~  

;
128

9
16
3

4
3

2
1;

128
3

16
3

4
1

2
1 2

2
2

1 PlPllPlPll =⋅⋅==⋅⋅= ωω  

а) 

 

б)  

в) 

 

г)  

3l/4

h Р 

l/4 

A B

3l/4

RA=P/4Р 

l/4 
BA 

RA=3P/4 

С 

1/41=X

43
2 l

⋅  

BA 

3/4 

С 
4
3

3
2 l

⋅

еп. Мр

ω2ω1 

С2 
С1 

16
3Pl  

еп. 1M

1Cy~  
2Cy~

16
3l  
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BA 
Р

B' 

δпр 

βδпр 

С2 

С' 
С 

.
8
1

16
3

3
2;

8
1

16
3

3
2

21 lly~lly~ CC =⋅==⋅=  

6.2.1.3 Визначаємо статичний прогин 

м.5
811

33

2221

107572
101810102

22800
256

3
256

3

8
1

128
9

8
1

128
3121

−
− ⋅=

⋅⋅⋅

⋅
⋅=⋅=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+⋅=

⋅
+

⋅
=

..
EI
Pl

lPllPl
EIEI

y~

EI
y~

Δ

x

xx

C

x

C
ст

ωω

 

6.2.1.4 Визначаємо коефіцієнт динамічності 

..
.

.hk
cт

д 32390
107572
110211211 5 =

⋅
⋅

++=++= −Δ
 

6.2.1.5 Визначаємо максимальні статичні напруження 

821
1018116

22108003
16
3

6

6
..

W
lP

W
M

xx

max
x

ст =
⋅⋅

⋅⋅⋅
=

⋅
⋅⋅

== −

−
σ  Мпа. 

6.2.1.6 Визначаємо максимальні динамічні напруження 

616482132390 ...k стдд =⋅=⋅= σσ  Мпа. 

6.2.2 Замінюємо праву опору пружиною 

стстст δβΔΔ ⋅+=′ , 

де cтCC Δ=⋅′ 2 . 

6.2.2.1 Визначаємо осадку пружини δпр 

004401022
4

800
4

3 .PRBB Bпр =⋅⋅=⋅=⋅=′= −ααδ  м. 
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B
A 

l/4

B'

δпр 

С 

С'

3l/46.2.2.2 Визначаємо коефіцієнт β, 
який встановлює співвідношення 
між осадкою пружини та перемі-
щенням точки прикладення сили Р.  

З подібності трикутників АСС' 
та АВВ' маємо 

;250
4
1;

4
1 .

llAB
BB

AC
CC npnp ===

⋅
⇒

′
=

′
β

δδβ
 

35 10128100440250107572 −− ⋅=⋅+⋅=⋅+=′ ....прстст δβΔΔ  м. 

6.2.2.3 Визначаємо коефіцєнт динамічності для другої схеми закріплення 

..
.

.hk
cт

д 015
101281
110211211 5 =

⋅
⋅

++=
′

++=′
−Δ

 

6.2.2.4 Визначаємо максимальні динамічні напруження 

327821015 ...k стдд =⋅=⋅′= σσ  Мпа. 

6.2.3 Порівнюємо отримані результати 

026
327
6164 .

.
.K

д

д ==
′

=
σ
σ

. 

6.2.4 Висновок 

Максимальні напруження при заміні жорсткої опори пружиною 
(або іншим пружним елементом з таким же коефіцієнтом α) в шість 
разів менші ніж без пружини. 

[1, С. 605−610; 2, С. 49−51; 3, С. 537−540]. 
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