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ЗАГАЛЬНІ   МЕТОДИЧНІ   ВКАЗІВКИ  

Опір матеріалів − наука про інженерні методи розрахунків на міц-
ність, жорсткість і стійкість елементів конструкцій різних споруд та 
механізмів [1]. 

Навчальним планом ІV семестру студенту заочнику передбачено 
виконати дві розрахунково-графічні роботи (РГР). Студент повинен 
виписати із таблиці, що додається до умови кожної задачі, дані у від-
повідності зі своїм особистим номером (шифром), який складається з 
шести останніх цифр його залікової книжки та перших шести літер ро-
сійського алфавіту. 

Наприклад, номер залікової книжки – 02.06.60.014, тоді 
− шифр   – 6 6 0 0 1 4  рядки таблиці, 
− літери – а б в г д е  колонки таблиці. 

Із кожної вертикальної колонки таблиці, що позначена відповід-
ною літерою, необхідно виписати тільки одне число, яке стоїть в тому 
горизонтальному рядку, номер якого співпадає з номером літери. 

Наприклад, вертикальні колонки таблиці 1.1 позначені літерами е, 
г і д. В цьому випадку студент повинен виписати із колонки е рядок з 
номером 4 (ІV тип перерізу, рис. 1.1), із колонки г – рядок номер 0 
(швелер 36) та із колонки д – рядок номер 1 (рівнобічний кутник 
80х80х8). 

Розрахунково-графічну роботу необхідно виконувати в окремому 
зошиті або на зброшурованих аркушах формату А4. 

Перед розв’занням кожної задачі необхідно виписати її назву та 
умову задачі з числовими даними, накреслити розрахунокову схему 
або переріз і показати на рисунку або графіку в числах всі величини, 
необхідні для розрахунку. 

Комп’ютерний варіант виконання роботи не допускається. 
Роботи, виконані з порушенням цих вказівок, не зараховуються. 
Перевірка правильності виконання РГР та її захист здійснюється 

безпосередньо у викладача під час консультації. 
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ТИПОВІ  ЗАДАЧ І  ДЛЯ  РОЗРАХУНКОВО -
ГРАФІЧНОЇ  РОБОТИ  № 1  

1  ВИЗНАЧЕННЯ   ГЕОМЕТРИЧНИХ   ХАРАКТЕРИСТИК  
СКЛАДНОГО   ПОПЕРЕЧНОГО   ПЕРЕРІЗУ  

Як відомо, опір елементів конструкцій різним видам деформації 
часто залежить не тільки від матеріалу та розмірів, а й від обрису осі, 
форми поперечних перерізів та їх розташування. 

Тому, незважаючи на фізико-механічні властивості об’єкту, що ви-
вчається, розглянемо порядок визначення основних геометричних ха-
рактеристик поперечних перерізів, які визначають опір різним видам 
деформацій. 

1.1  Умова  задачі  

Для заданого поперечного перерізу необхідно: 

а) виписати розміри прокатних профілів, з яких складається пе-
реріз, із таблиць сортаменту [1, 3] і накреслити його в масш-
табі 1:2 на аркуші паперу формату А4; 

б) провести допоміжні осі координат, відносно яких визначити 
положення центру ваги кожного профілю; 

в) визначити положення центру ваги заданого перерізу та про-
вести на кресленні центральні осі xс, yс; 

г) визначити осьові (екваторіальні) і відцентровий момент інер-
ції відносно центральних осей; 

д) визначити положення головних центральних осей (u, v) і про-
вести їх на кресленні; 

е) визначити моменти інерції відносно головних центральних 
осей; 

ж) визначити моменти опору заданого перерізу. 

Схеми складних перерізів та номери їх профілів наведені 
на рисунках 1.1 і в таблиці 1.1. 
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Таблиця 1.1 – Номери профілів складного перерізу 

№ рядка Схема Швелер Двотавр Рівнобічний кутник 

1  I  14 12 №8: 80х80х8 

2  II  16 14 №8: 80х80х6 

3  III  18 16 №9: 90х90х8 

4  IV  20 18 №9: 90х90х7 

5  V  22 20а №9: 90х90х6 

6  VI  24 20 №10: 100х100х8 

7  VII  27 22а №10: 100х100х10 

8  VIII 30 22 №10: 100х100х12 

9  IX  33 24а №12,5: 125х125х10 

0 X  36 24 №12,5: 125х125х12 

 е г е д 

1.2  Приклад  розрахунку  задачі  

Нехай заданий переріз складається зі 
швелера №20 (ГОСТ 8210-72) і нерівнобічно-
го кутника №16/10 (ГОСТ 8510-72), ескіз яко-
го зображено на рис. 1.3. Згідно таблиць сор-
таменту зазначених стандартів виписуємо 
розміри і геометричні характеристики швеле-
ра (рис. 1.4, а) та нерівнобічного кутника 
(рис. 1.4, б), які наведені в табл. 1.2. 

Таблиця 1.2 – Основні дані профілів складного перерізу 

Профіль № h, B,
см 

b, 
см 

d, 
см 

F, 
см2

Ix, 
см4 

Iy, 
см4

Iumin,
см4

y0, 
см 

x0, z0
см tg α 

Швелер 20 20 7,6 0,52 23,4 1520 113 − − 2,07 − 

Кутник 16/10 16 10 1,0 25,3 667 204 121 5,23 2,28 0,39 
 

 

Рисунок 1.3 − Ескіз заданого
складного перерізу 

нерівнобічний 
кутник 

швелер
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а)  б)  

Після цього накреслю-
ємо заданий переріз в мас-
штабі 1:2 і проводимо 
центральні осі, x1y1 та x2y2 
кожного профілю з позна-
ченням їх центрів ваги о1, о2. 
Індекси 1 і 2 прийняті від-
повідно нумерації профілів 
в заданому складному пе-
рерізі (рис. 1.5). 

Рисунок 1.4 − Схеми заданих профілів згідно 
таблиць сортаменту 

 

Рисунок 1.5 − Схема заданого складного перерізу 
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1.2.1 Визначення положення центру ваги складного перерізу 

Для визначення положення центру ваги перерізу необхідно вибра-
ти та провести на кресленні систему допоміжних осей і в цій системі 
визначити координати центрів ваги кожного профілю, тобто xс1, yс1 та 
xс2, yс2. 

Допоміжні осі можна вибирати по-різному, але для уникнення по-
милок зі знаками, їх проводять по крайнім лівим і крайнім нижнім точ-
кам перерізу. Тоді координати центрів ваги о1, о2 будуть додатними. На 
рис. 1.5 допоміжні осі позначені x, y (пунктир), тому координати 
центрів ваги швелера і кутника визначаємо так 

xc1=h1/2=20/2=10 см; 

yc1=b1−zo1=7,6−2,07=5,53 см; 

xc2=xo=2,28 см; 

yc2=b1+yo=7,6+5,23=12,83 см, 

де h1, b1, zo1, xo, yo − параметри швелера і кутника (рис. 1.5). 

Тепер за відомими формулами визначаємо координати центру ваги 
складного перерізу 
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де F1, F2 − площі поперечних перерізів швелера і кутника. 

За результатами обчислення положення центру ваги перерізу про-
водимо на кресленні систему центральних осей xс, yс (штрихпунктир). 
Точка перетину цих осей є центр ваги складного перерізу. З метою 
перевірки правильності розрахунку необхідно упевнитись в тому, що 
точка перетину центральних осей лежить на прямій, яка з’єднує 
центри ваги о1 і о2. Тепер визначимо в системі осей xс, yс координати 
центрів ваги швелера та кутника 

с1=xс1−хс=10−5,989=4,011 см; 

а1=yс1−yс=5,53−9,322=−3,792 см; 

с2=xс2−хс=2,28−5,989=−3,709 см; 

а2=yс2−yс=12,83−9,322=3,508 см. 

1.2.2 Визначення моментів інерції відносно центральних осей 

Момент інерції складного перерізу відносно центральних осей ви-
значається як сума моментів інерції кожного профілю, з яких склада-
ється заданий переріз, тобто 

III
ccc xxx III += ; 

III
ccc yyy III += ; 
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III
cccccc yxyxyx III +=  

де cxI , cyI  − осьові моменти інерції; 

cc yxI  − відцентровий момент інерції. 

В свою чергу моменти інерції відносно центральних осей кожного 
профілю визначаються за формулами паралельного переносу осей, на-
приклад, 

1
2
1

I
1 FaII xxc += ; 

1
2
1

I
1 FcII yyc += ; 

111
I

11 FcaII yxyx cc += , 

де Іx1, Іy1 − осьові моменти інерції швелера відносно своїх центра-
льних осей x1 y1 (рис. 1.5); 

Іx1y1 − відцентровий момент інерції швелера відносно осей x1, y1. 

Якщо підставити відповідні числові значення у наведені залеж-
ності, будемо мати наступне. 

1 .2 .2.1  Осьові  моменти  інерці ї  

821427343978475449III ,,,III ccc xxx =+=+=  см4; 

475449423)7923(113 2
1

2
1

I
1 ,,,FaII xxc =⋅−+=⋅+=  см4; 

3439783255083667 2
2

2
2

II
2 ,,,FaII xxc =⋅+=⋅+=  см4; 

50724480445524621896III ,,,III ccc yyy =+=+=  см4; 

462189642301141520 2
1

2
1

I
1 ,,,FcII yyc =⋅+=⋅+=  см4; 
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( ) 0445523257093204 2
2

2
2

II
2 ,,,FcII yyc =⋅−+=⋅+=  см4, 

де Іx1=113 см4, Іy1=1520 см4 − моменти інерції швелера відносно 
осей x, y (рис. 1.4, а), які позначені на рис. 1.5 як осі x1 та y1 відповід-
но, тобто швелер в складному перерізі має горизонтальне положення, а 
не таке, як в таблиці сортаменту1. 

1 .2 .2.2 Відцентровий  момент  інерці ї  

998970854291355III ,,,III cccccc yxyxyx −=−−=+=  см4. 

913554230114)7923(0111
I

11 ,,,,FcaII yxyx cc −=⋅⋅−+=+=  см4; 

( ) 08542325709350839212222
II

22 ,,,,.FcaII yxyx cc −=⋅−⋅+−=+=  см4, 

де Іx1y1 − відцентровий момент інерції швелера відносно своїх 
осей x1, y1; 

Іx2y2 − відцентровий момент інерції кутника відносно своїх осей 
x2, y2. 

Так як осі x1, y1 швелера є головними центральними осями (вісь x1 
є віссю симетрії), то Іx1y1=0. Це стосується також і двотаврового про-
філю. 

Осі x2, y2 нерівнобічного кутника не є головними, тому відцентро-
вий момент інерції відносно таких осей можна визначити за формулою 

Іx2y2=(Іx−Іumin)·tgα=(667−121)·0,39=−212,9 см4. 

Знак відцентрового моменту визначається знаком відцентрових 
моментів окремих частин кутника, розташованих у відповідних квад-
рантах центральної системи осей x, y (рис. 1.6, а), тобто 

                                                           
1 Це застереження відноситься і до двотавра на схемах ІХ, Х (рис. 1.1). 
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.IIIxydFxydFxydFxydFI xyxyxy
FFFF

xy
IVIIIII

IVIIIII

++=++== ∫∫∫∫  

Так як сума площ окремих частин кутника (FІІ+FІV) з від’ємними 
добутками координат 
xy більша ніж площа 
FІІІ з додатнім добут-
ком xy, то відцентро-
вий момент кутника 
згідно рис. 1.6, а є 
від’ємним, тобто 
Іxy<0. 

Порівнюючи зо-
браження нерівнобі-
чного кутника і на-
прям центральних 
осей x2, y2 на рис. 1.5 
та x, y на рис. 1.6, а, 
можна дійти висновку, що Іx2y2<0. Для іншого напрямку центральних 
осей або іншого розташування кутника, наприклад, зображеного на 
рис. 1.6, б, можна визначити, що відцентровий момент кутника в цьому 
випадку є доданій (Іxy>0). 

Описані вище пояснення щодо знаку відцентрового моменту сто-
суються також і рівнобічного кутника (рис. 1.7), модуль якого визнача-

ється формулою 

,sin
II

I minmax yx
xy α2

2
00 −

=  

де Іx0mах, Іx0min − головні моменти 
інерції відносно головних осей x0, y0. 

Головна вісь x0 є віссю симетрії, 
тому кут α=45°, а sin2α=1. 

 

 

а)  б)  

Рисунок 1.6 − До визначення знаку відцентрового моменту 

 

Рисунок 1.7 − До визначення 
відцентрового моменту 
рівнобічного кутника 
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1.2.3 Визначення положення головних осей інерції складного перерізу 

Положення головних осей інерції визначається формулою 

cc

cc

xy

yx

II
I

tg
−

=
2

2 0α    або   
cc

cc

yx

yx

II
I

tg
−

−=
2

2 0α . 

Після підстановки значень Іxс, Іyс, Іxсyс будемо мати 

( ) 759581
8214275072448

9989722 0 ,
,,

,tg −=
−

−
=α ; 

α0=½arсtg(−1,75958)=−30,2°. 

Знак мінус вказує на те, що головні осі, відносно центральних, не-
обхідно повернути за годинниковою стрілкою. 

На рис. 1.5 головні осі позначені як u, v (жирна суцільна лінія). 
З метою перевірки правильності визначення кута α0 обчислимо відце-
нтровий момент відносно головних осей, який повинен дорівнювати 
нулю 

( ) ( )

.,

,,,,,

cosIsin
II

I
cc

cc
yx

yx
uv

01088

4941099897869410
2

5072448821427

22
2

4

00

≈⋅=

=⋅−+−⋅
−

=

=+
−

=

−

αα

 

Головні центральні осі мають найбільш практичне значення, так 
як розрахунок напружень і деформацій в системі цих осей набагато 
спрощується. Всі подальші розрахунки в όпорі матеріалів будемо ви-
конувати в системі головних центральних осей. 
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1.2.4 Визначення  головних  моментів  інерції  
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;87810321641938

99897
2

5072448821427
2

5072448821427

22

2
2

2
2

,,

,,,,,

I
IIII

I cc
ccc

min
max yx

ycxyx

±=

=−+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

±
+

=

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±

+
=

 

Іmax=1938,164+1032,878=2971,042 см4 → Іv; 

Іmin=1938,164−1032,878=905,286 см4 → Іu; 

Так як Іyс>Іxс, то максимальний момент буде відносно головної осі 
v, яка відхиляється від центральної осі yс на кут α0. 

1.2.5 Визначення моментів опору  

5681
111
286905 ,
,

,
v
IW
max

u
u ===  см3; 

8176
816
0422971 ,
,
,

u
IW
max

v
v ===  см3, 

де vmax, umax − відстані від головних осей до найбільш віддалених 
точок перерізу, які можна відшукувати за допомогою трикутника та лі-
нійки безпосередньо на кресленні або за аналітичними формулами 

u=ysinα+xcosα; 

v=ycosα−xsinα. 
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Наприклад, координати крайньої точки D (рис. 1.5) в системі 
центральних осей будуть такими 

xD=с1+h1/2=4,011+10=14,011 см; 

yD=−yс=−9,322 см; 

кут α=α0=−30,2°, 

тоді umax=−9,322·sin(−30,2)+14,011·cos(−30,2)=16,8 см. 

Аналогічно обчислюють або відшукують відстані інших крайніх 
точок і серед них вибирають максимальні. 

[1, С. 23−35; 3, С. 154−162]. 
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2  ПОБУДОВА   ЕПЮР   ПОЗДОВЖНІХ   СИЛ   І  
ПЕРЕМІЩЕНЬ   ПРИ   РОЗТЯГАННІ  

СХІДЧАСТОГО   СТЕРЖНЯ   З  УРАХУВАННЯМ   
ВЛАСНОЇ   ВАГИ  

2.1 Умова  задачі  

Сталевий стержень находиться під дією поздовжньої сили P і вла-
сної ваги. Модуль пружності матеріалу стержня E=2·105 МПа, питома 
вага γ=78 кН/м3. 

При виконанні задачі необхідно: 
а) використовуючи метод перерізів, побудувати епюру поздовж-

ніх сил N(z); 
б) обудувати епюру переміщень Δl(z). 
Розрахункові схеми та вихідні дані наведені на рис. 2.1 і в табл. 2.1. 

 

 

   

I II III IV V 
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Рисунок 2.1 − Розрахункові схеми 
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Таблиця 2.1 − Вихідні дані 

Довжина ділянок, м № 
рядка Схема Площа, 

F·104 м2 а в с 
Зосереджена 
сила Р, кН 

1 I  11 2,1 2,1 1,1 1,1 
2 II  12 2,2 2,2 1,2 1,2 
3 III  13 2,3 2,3 1,3 1,3 
4 IV  14 2,4 2,4 1,4 1,4 
5 V  15 2,5 2,5 1,5 1,5 
6 VI  16 2,6 2,6 1,6 1,6 
7 VII  17 2,7 2,7 1,7 1,7 
8 VIII  18 2,8 2,8 1,8 1,8 
9 IX  19 2,9 2,9 1,9 1,9 
0 X  20 3,0 3,0 2,0 2,0 
 е в г д е г 

2.2 Приклад  виконання  задачі  

Вихідні данні: 
Р=1,2 кН;   F=20·10−4 м2;  а=2,2 м;   b=3 м; 

с=1,2 м;   Е=2·105 МПа;   γ=78 кН/м3; 

 

  

а)  б)  в)  

Рисунок 2.2 − Розрахункова схема і епюри повздовжніх сил та переміщень 
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2.2.1 За вихідними даними накреслимо розрахункову схему 
(рис. 2.2, а), в певному масштабі, наприклад: довжина (а, в, с) − 1 м=10 
мм; товщина (діаметр) стержня, що відповідає площі, − 10·10−4 м2=5 мм. 

2.2.2 Побудова епюри поздовжніх сил 

Розпочинаючи будувати епюру, стержень поділяють на силові ді-
лянки. Границями ділянок навантаження є місця (точки) прикладення 
зовнішніх сил та зміна розмірів поперечного перерізу стержня. 

В нашому випадку маємо три ділянки: ΑΒ, ΒC та CD (рис. 2.2, а). 
Поздовжня (осьова) сила вважається додатною, якщо вона спричинює 
розтягання, та від’ємною, якщо вона спричинює стискання. 

Поздовжню силу в довільному перерізі стержня знаходимо з рів-
няння рівноваги, яке записуємо для відсіченої частини у вигляді 

N+∑Pz=0,          (2.1) 

де ∑Pz − алгебраїчна сума проекції на вісь стержня всіх зовнішніх 
сил, які діють по одну сторону від перерізу. 

Початок координат для кожної ділянки вибираємо в точках Α, Β, C. 
Проведемо довільний переріз І−І на 

ділянці ΑΒ (рис. 2.2, а) та, умовно відки-
нувши верхню частину стержня, розгляне-
мо рівновагу нижньої (рис. 2.3). 

На цю частину діє відшукуване зусил-
ля N (додатне, направлене від перерізу в 
сторону розтягання) і вага відсіченої 
частини γ·2·F·z (направлена униз, як зов-
нішня сила). 

Складаючи рівняння рівноваги, буде-
мо мати 

N(І)−γ·2·F·z=0;   N(І)=γ·2·F·z. 

Це рівняння похилої лінії до осі стержня. 
При z=0; → точка А або 5 (рис. 2.2, б): N(А)=N5=0; 
z=с; → точка В або 4: N(В)=N4=γ·2·F·z=78·2·20·10−4·1,2=0,3744 кН. 

Ділянка АВ (переріз І−І): 

0≤z≤с 
 

Рисунок 2.3 − Відсічена нижня 
частина стержня 

z 

N(I)
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Виконуючи аналогічні дії на ділянках ΒC і СD, визначаємо по-
здовжнє зусилля в контрольних точках 3, 2, 1, 0 (рис. 2.2, б). 

N(II)−γ·2·F·с−γ·F·z=0; 

N(II)=γ·2·F·с+γ·F·z. 

При z=0; → точка В або 3: 

N(В)=N3=γ·2·F·с=0,3744 кН; 

z=в; → точка С або 2: 

N(С)=N2=0,3744+78·20·10−4·3=0,8424 кН. 

N(III)−P−γ·2·F·с−γ·F·в−γ·2·F·z =0; 

N(III)=P+γ·F(2·с+в)+γ·2·F·z. 
При z=0; → точка С або 1: 

N(С)=N1=P+γ·F(2·с+в)=1,2+0,8424= 

=2,0424 кН; 
z=а; → точка D або 0: 

N(D)=N0=P+γ·F(2·с+в)+γ·2·F·а= 

=2,0424+78·2·20·10−4·2,2= 

=2,7288 кН. 

Застосовуючи метод перерізів, можна було 
б на ділянці CD залишити верхню частину сте-
ржня (рис. 2.4), тобто довільну координату z 
відрахувати від точки D униз. В цьому випадку 
необхідно спочатку визначити реакцію RD в за-
кріпленні стержня, так як ця реакція відносить-
ся до числа зовнішніх сил, які діють на залише-
ну (верхню) частину стержня. 

Поздовжнє зусилля N(D)=N0 є найбільше і 

Ділянка ВС (переріз ІІ−ІІ):

0≤z≤в  
 

Ділянка CD (переріз ІІІ−ІІІ):

0≤z≤а  

 

 

Рисунок 2.4 − Відсічена 
верхня частина стержня 
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дорівнює реакції RD в закріпленні стержня (рис. 2.2, а). За результатами 
розрахунку будуємо графік, що показує, як змінюється поздовжня сила 
по довжині стержня. Для цього проведемо вертикальну лінію парале-
льно осі стержня і відкладемо в довільно вибраному масштабі (напри-
клад, 1 кН=10мм) значення поздовжніх сил в точках 5, 4, 3, 2, 1, 0. До-
датну силу N (розтягання) відкладаємо вправо від вертикальної лінії. 
Побудований графік називають епюрою поздовжніх сил (рис. 2.2, б). 

Епюру прийнято штрихувати перпендикулярно осі стержня. Кож-
на лінія штриховки (ордината графіка) в даному масштабі виражає 
значення поздовжньої сили у відповідному (розташованому проти ньо-
го) поперечному перерізі стержня. 

На всіх ділянках маємо рівняння похилих до осі стержня прямих. 
Проте, оскільки площі поперечних перерізів на ділянках різні, нахил 
епюри на ділянках АВ та СD неоднаковий, а на ділянках АВ і CD похи-
лі прямі повинні бути паралельними (рис. 2.2, б). 

В точках дії зосереджених зовнішніх сил на епюрі мають бути 
“стрибки”, розмір яких дорівнює величині діючої сили (точка С, 
рис. 2.2, б). 

2.2.3 Побудова епюри переміщень 

В загальному вигляді переміщення при розтяганні (стисканні) ви-
значаються за формулою 

( )∫=
l

z

EF
dzN

lΔ           (2.2) 

Якщо стержень має декілька силових ділянок, то формула (2.2) 
набуває вигляду 

( )∑∫∑
==

==
n

i l i

z
n

i
i

i
EF

dzN
ll

11
ΔΔ ,        (2.3) 

де EFi − жорсткість поперечного перерізу стержня на і-й ділянці; 
li − довжина і-ї ділянки; 
n − кількість ділянок. 
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Зважаючи на те, що в межах кожної ділянки жорсткість попереч-
ного перерізу є величина стала, а інтегрування функції N(z)=f(z) зво-
диться до обчислення площі епюри поздовжніх сил на кожній ділянці, 
то формулу для визначення переміщень запишемо так 

( )∑∑
==

==
n

i i

iN
n

i
i EF

ll
11

ω
ΔΔ ,      (2.4) 

де ωN(i) − площа епюри N на і-й ділянці. 

Початкове переміщення визначається за граничними умовами, 
тобто вибирається такий переріз, де воно відоме. Для нашого прикладу 
це є жорстке закріплення, точка D (рис. 2.2, а). 

В жорсткому закріпленні Δl(D)=0. Далі визначимо переміщення в 
позначених точках C, B, A 
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Для зручності побудови епюри переміщень переведемо метри в 
мікрометри, тобто визначене переміщення помножимо на 106. Тоді 

Δl(С)=6,5604 мкм; 
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За результатами розрахунку будуємо епюру переміщень, яка змі-
нюється по довжині стержня за законом квадратичної параболи 
(рис. 2.2, в). 

Масштаб переміщень: 1 мкм =1 мм. 

[1, С. 42−43, 123−128; 3, С. 22−31, 52]. 
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ТИПОВІ  ЗАДАЧ І  ДЛЯ  РОЗРАХУНКОВО -
ГРАФІЧНОЇ  РОБОТИ  № 2  

3  РОЗРАХУНКИ   НА   МІЦНІСТЬ   ТА   ЖОРСТКІСТЬ   ПРИ   
КРУЧЕННІ   ВАЛА   КРУГЛОГО   ПОПЕРЕЧНОГО   ПЕРЕРІЗУ  

3.1 Умова  задачі  

Сталевий вал навантажений трьома крутними моментами М1, М2, 
М3 та попередньо невідомим моментом Х. 

Необхідно: 
а) визначити значення моменту Х при умові, що кут закручуван-

ня правого кінцевого перерізу вала дорівнює нулю; 
б) з урахуванням визначеного моменту Х побудувати епюру 

крутних моментів; 
в) за умовою міцності визначити діаметр валу і округлити його 

до найближчого більшого або меншого значення стандартного 
ряду діаметрів (ГОСТ 6636-69)2 в межах розбіжності по на-
пруженням ±5%; 

г) побудувати епюру кутів закручування; 
д) визначити найбільший відносний кут закручування. 
Модуль пружності другого роду прийняти рівним G=8·104 МПа. 
Розрахункові схеми і вихідні дані наведені на рисунку 3.1 та 

в таблиці 3.1. 
Таблиця 3.1 − Вихідні дані 

Довжина, м Моменти, кН·м № 
рядка Схема а b с М1 М2 М3 

[τ ], 
МПа 

1  I  1,1 1,5 2,0 1,1 1,6 2,0 35 
2  II  1,2 1,6 1,9 1,2 1,7 1,9 40 
3  III  1,3 1,7 1,8 1,3 1,8 1,8 45 
4  IV  1,4 1,8 1,7 1,4 1,9 1,7 50 
5  V  1,5 1,9 2,6 1,5 2,0 1,6 55 
6  VI  1,6 2,0 1,5 1,6 1,1 1,5 60 
7  VII  1,7 1,1 1,4 1,7 1,2 1,4 65 
8  VIII  1,8 1,2 1,3 1,8 1,3 1,3 70 
9  IX  1,9 1,3 1,2 1,9 1,4 1,2 75 
0 X  2,0 1,4 1,1 2,0 1,5 1,1 80 
 е г д е г д е в  

                                                           
2 При округленні дотримуватись діаметрів кратних числу 5. 
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Рисунок 3.1 − Розрахункові схеми 

3.2 Приклад  розрахунку  

Вихідні данні:  а=2 м;   b=1 м;   с=0,5 м;   М1=2,5 кН·м; 
М2=2,0 кН·м;   М3=3,0 кН·м;   [τ]=70 МПа. 

За відповідним варіантом креслимо в певному масштабі розрахун-
кову схему (рис. 3.2, а). 
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а)  

 

б)   

в)   

Рисунок 3.2 − Розрахункова схема і епюри крутних моментів та кутів закручування 

3.2.1 Визначення невідомого моменту Х 

Для визначення моменту Х запишемо рівняння, яке задовольняє 
умові, що сума кутів закручування кінцевого перерізу вала (точка Е, 
рис. 3.2, а) від трьох моментів (ϕ (Е),∑М) і моменту Х (ϕ (Е),Х) дорівнює 
нулю, тобто 

ϕ (Е),∑М+ϕ (Е),Х=0.   (3.1) 

За законом Р. Гука при крученні залежність між крутним момен-
том і кутом закручування має такий вид 
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де l − довжина вала (або його ділянка), яка піддається закручу-
ванню; 

G·Jp − жорсткість поперечного перерізу при крученні. 

Вважаємо, що кут закручування моменту Х додатний. Тоді, уявля-
ючи, що на вал діє тільки момент Х, потім тільки М3, за ним − М2 і на-
решті − М1, запишемо рівняння (3.1) в розгорнутому вигляді 

( ) ( ) ( ) 02 123 =
⋅

⋅
+

⋅
+⋅

−
⋅

++⋅
+

⋅
++⋅

pppp JG
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JG
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cbaM

JG
cbaX

. 

Звідси 

( ) ( )

( ) ( )
.,

,
,,,

cba
aMcbaMcaMX

мкН1251
50212

252501225023
2

132

⋅−=
⋅++

⋅−++⋅−+⋅
=

=
++

⋅−++⋅−+⋅
=

 

Знак мінус вказує на те, що напрям моменту Х (пунктир) є проти-
лежним показаному на розрахунковій схемі. 

Тепер визначимо реактивний момент в закріплені (МА), для чого 
записуємо рівняння рівноваги крутних моментів відносно осі вала 

∑Мкр=0;   МА−М1+М2−М3+Х=0; 

МА=М1−М2+М3−Х=2,5−3+2−1,125=0,375 кН·м. 

Знак плюс вказує на те, що попередній напрям МА співпадає 
 з дійсним. 

3.2.2 Побудова епюри крутних моментів Мz 

Розрахункова схема має чотири силових ділянки: АВ, ВС, СD, ЕD. 
Крутний момент в перерізі будемо вважати додатним, якщо він діє 
проти годинникової стрілки, якщо дивитись з боку перерізу. 
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Так як крутний момент на ділянці АВ додатний і не залежить від 
координати z, то епюра Мz окреслена прямою, паралельною осі вала 
(рис. 3.2, б). 

Аналогічно складаємо рівняння рівноваги і визначаємо крутні мо-
менти на інших ділянках. 

 

 

Остаточна епюра крутних моментів показана на рис. 3.2, б. 

Ділянка AB (переріз І−І): 0≤z≤а

 

Рівняння рівноваги для
відсіченої частини 

Мz+∑ z=0; 

Мz−МА=0. 

Звідси Мz=МА=0,175 кН·м. 

Ділянка ВC (переріз ІІ−ІІ): 0≤z≤с  

 

Мz+М1−МА=0; 

Мz=М1−МА=−2,5+0,375= 

=−2,125 кН·м=const − 

момент від’ємний.

Ділянка CD (переріз ІІІ−ІІІ): 0≤z≤b

 

Мz−М3+Х=0; 

Мz=М3−Х=2−1,125= 

=0,875 кН·м=const − 

момент додатний.

Ділянка DЕ (переріз ІV−ІV): 0≤z≤b

 

 
Мz+Х=0; 

Мz=−Х=−1,125 кН·м=const − 

момент від’ємний.
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z
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Для перевірки правильності побудови епюри Мz необхідно дотри-
муватись наступних правил: 

– на ділянках, де розподілений момент відсутній (m=0), крут-
ний момент є величиною сталою (Мz=const), а епюра окрес-
лена прямою, паралельною осі вала; 

– на ділянках, де діє рівномірно розподілений крутний момент 
(m=const), крутний момент змінюється за лінійним законом 
(Mz=f(z)), а епюра окреслена прямою, нахиленою до осі вала; 

– в перерізах (точках), де прикладені зосереджені моменти, на 
епюрі Мz мають місце стрибки (розриви) на величину цих 
моментів. 

3.2.3 Визначення діаметру вала 

Аналіз епюри Мz дає можливість виявити небезпечний переріз, де 
крутний момент за модулем є найбільший, тобто максимальний. 

Для нашого прикладу це є ділянка ВС, де Мzmax=|2,125| кН·м. 

Умову міцності при крученні записуємо за формулою 

[ ]ττ ≤=
p

maxz
max W

M
, 

де 
16

3dWp
⋅

=
π

  − полярний момент опру для круглого попереч-

ного перерізу. 

Якщо підставити значення Wp в умову міцності, будемо мати 

[ ] 6853053680
70143
1012521616 3

3
3 ,,

,
,Md maxz ==

⋅
⋅⋅

=
⋅

≥
−

τπ
 мм. 

Приймаємо стандартний діаметр d=55 мм. 
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3.2.4 Побудова епюри кутів закручування 

Кут закручування ϕ визначаємо за відомою формулою 

∑∫
= ⋅

=
n

i l p

z

i
JG
dzM

1
ϕ , 

де li − довжина і-ї ділянки. 

Так як на кожній ділянці жорсткість поперечного перерізу вала є 
величина стала (G·Jp=const), то процедуру інтегрування можна заміни-
ти процедурою обчислення площі епюри Мz на кожній ділянці, тобто 

( )∑
=⋅

=
n

i
iM

p
zJG 1

1 ωϕ  

де ωМz(і) − площа епюри Мz на і-й ділянці, яка у нашому прикладі 
має форму прямокутника (рис. 3.2, б). 

Починати обчислення, необхідно з тієї ж точки (перерізу), де кут 
закручування відомий, із умови закріплення (граничні умови). 

В нашому прикладі це може бути точка А (жорстке закріплення, 
ϕ(А)=0) або точка Е (за умовою задачі ϕ(Е)=0). 

Спочатку визначимо жорсткість поперечного перерізу вала 

071830
32

0550143108
32

108
4

4
4

4 ,,,dJG p =
⋅

⋅=
⋅

⋅=⋅
π

 мН·м2. 

Тепер визначимо послідовно кут закручування в точках В, С, D, 
Е, починаючи від жорсткого закріплення. 
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21037500 −

−
⋅=
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+= ,

,
,
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де ( )ABM zω  − площа епюри Мz на ділянці АВ, додатна; 
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де ( )BCM zω  − площа епюри Мz на ділянці ВС, від’ємна; 
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де ( )CDM zω  − площа епюри Мz на ділянці СD, додатна; 

( ) ( )
( ) 0

071830
5010125110837

3
3 ≅
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−

,
,,,

JG p
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z
ω
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де ( )DEM zω  − площа епюри Мz на ділянці DЕ, від’ємна. 

За результатами обчислення будуємо епюру кутів закручування 
(рис. 3.2, в), яка окреслена прямими, нахиленими до осі вала. 

3.2.5 Визначення максимального відносного кута 
закручування Θmax 

02960
071830

101252 3
,

,
,

GJ
M

p

maxz
max =

⋅
==

−
Θ  рад/м.  

[1, С. 206−214; 3, С. 169−181]. 
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4  РОЗРАХУНКИ   НА   МІЦНІСТЬ   ПРИ  
ЗГИНАННІ   ПРЯМИХ   БАЛОК  

4.1 Умова  задачі  

Для заданої схеми балки необхідно: 
а) написати вирази поперечної сили Qy і згинального моменту 

Mx для кожної ділянки в загальному вигляді; 

б) побудувати епюри Qy та Mx; 

в) знайти абсолютне значення максимального моменту Mxmax і 
визначити розміри двотаврового перерізу при 
[σ]=160 Мпа. 

Розрахункові схеми і вихідні дані наведені на 
рисунку 4.1 і в таблиці 4.1. 

Таблиця 4.1 − Вихідні дані 

Відстань 
в долях прогону № 

рядка Схема l2, 
м a1/a a2/a a3/a 

M, 
кН·м 

P, 
кН 

q, 
kH/м 

1  I  6 1 9 1 20 10 10 
2  II  7 2 8 2 10 9 20 
3  III  3 3 7 3 3 8 9 
4  IV  4 4 6 4 4 7 8 
5  V  5 5 5 5 5 6 7 
6  VI  6 6 6 1 6 5 6 
7  VII  7 7 7 2 7 4 5 
8  VIII 8 8 8 3 8 3 4 
9  IX  9 9 9 4 9 10 3 
0 X  10 2 10 5 10 20 10 
 е е г д е г д е  
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Рисунок 4.1 − Розрахункові схеми 
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4.2 Приклад  розрахунку  на  міцність  двохопорної  балки  

Вихідні данні:  l2=10 м;   a1/a=4;   a2/a=8;   a3/a=2; 
М=30 кН·м;   Р=15 кН;   q=8 кН/м. 

Згідно з варіантом креслимо в масштабі розрахункову схему 
(рис. 4.2, а), визначивши при цьому довжини a1, a2, a3 

l2=10·а=10 м;   а=1 м;   а1=4·а=4 м;   а2=8·а=8 м;   а3=2·а=2 м. 

а)  

б)  

в)  

Рисунок 4.2 − Розрахункова схема і епюри поперечної сили та згинального моменту 

З розрахункової схеми видно, що вона має чотири силові ділянки: 
AK, AC, CD і BD. 

39
16

24

еп. Qy, кН 

40

z0

K 

l2=10a

III
B

P

z 

III

a2 

D

RA

a3 

II

A 

z 

II

RBM q 

a1

I 

z 

I 

C 
IV

IV

16
еп. Mx, кН·м

84 78
110

80

z 



 35

Перед побудовою епюр Qy і Мх необхідно визначити реактивні зу-
силля RА і RВ, склавши рівняння моментів відносно опори А та В 

∑М(А)=0;   RВ·l2−Р·а2−М−q·а2·а2/2+q·а3·а3/2=0, 
звідки 

2

2
3

2
2

2 22
laqaqMaPRB ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−++⋅= =(15·8+30+8·82/2−8·22/2)/10=39 кН; 

∑М(В)=0;   RА·l2−q(а2+а3)[(а2+а3)/2+l2−а2]+М−Р(l2−а2)=0; 

RА={q(a2+a3) [l2−(a2−a3)/2]+P(l2−a2)−M}/l2= 

={8(8+2) [10−(8−2)/2]+15(10−8)−30}/10=56 кН. 

Правильність визначення реакцій перевіряємо рівнянням рівнова-
ги у вигляді суми проекцій усіх зусиль на вертикальний напрям 
(вісь y), тобто 

∑Рy=0;   RА+RВ−q(а2+а3)−Р=0; 

56+39−8·(8+2)−15=0. 

Для побудови епюр Qy і Мх розглянемо почергово силові ділянки і 
запишемо рівняння рівноваги для кожної відсіченої частини, які мають 
наступний загальний вид: 

Qy+∑Рy=0;    Мх+∑ х=0; 

Qy+q·z=0;   Qy=−q·z;      похила лінія; 

Мх+q·z·z/2=0;   Мх=−q·z2/2      квадра-
тична парабола. 

z=0;     Мх=0;   Qy=0; − точка K. 

z=а3;   Qy=−q·а3=−8·2=−16 кН; 

Мх=−q·
2

2
3a =−8·22/2=−16 кН·м − точка А      момент від’ємний. 

Ділянка AK (переріз І−І): 

0≤z≤а3=2 м 

 

Qy
I 

z 

I 

Mx

q
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Qy−RА+q(а3+z)=0; 

Мх−RА·z+q(а3+z)2/2=0, 

звідки           Qy=RА−q(а3+z); 

Мх=RА·z−q(а3+z)2/2. 

Визначаємо значення Qy і Мх в край-
ніх точках ділянки АС 

z=0;   Qy=RА−q·а3=56−8·2=40 кН; 

Мх=−q·
2

2
3a =−8·22/2=−16 кН·м − точка А. 

z=l2−а1=6 м;   Qy=RА−q(а3+6)=56−8(2+6)=−8 кН; 

Мх=RА·6−8(а3+6)2/2=56·6−8(2+6)2/2=80 кН·м − точка С. 

Визначимо координату z0 точки перетину епюри Qy з базовою лі-
нією при z=z0, Qy=0, де згинальний момент має екстримальне значен-
ня, тобто 

Qy=RА−q(а3+z0)=0;   5
8

28563
0 =

⋅−
=

⋅−
=

q
aqRz A  м; 

Тоді Мх=RА·z0−q(а3+z0)2/2=56·5−8(2+5)2/2=84 кН·м    момент 
додатний. 

Qy+RВ−Р−q·z=0;    Qy=Р−RВ+q·z; 

Мх−RВ(l2−а2+z)−Р·z−q·z·z/2=0; 

Мх=RВ(l2−а2+z)+Р·z+q·z2/2. 
z=0; 

Qy=Р−RВ=15−39=−24 кН − точка D; 

Мх=RВ(l2−а2)=39(10−8)=78 кН·м − 
точка D. 

z=а1+а2−l2=2 м; 

Qy=−24+8·2=−8 кН − точка С; 

Ділянка АС (переріз ІІ−ІІ):

0≤z≤ l2−а1=6 м 

 

Ділянка DС (переріз ІІІ−ІІІ): 

0≤z≤а1+а2−l2=2 м 
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Мх=RВ(l2−а2+2)−Р·2−q·22/2=39(10−8+2)−15·2−8·4/2=110 кН·м − 
точка С. 

Qy+RВ=0;    Qy=−RВ=−39 кН=const; 

Мх−RВ·z=0;   Мх=RВ·z. 

z=0;          Мх=0 − точка В. 

z=l2−а2=2 м; 

Мх=RВ·2=39·2=78 кН·м − точка D. 

За результатами обчислення буду-
ємо епюри Qy і Мх (рис. 4.2, б, в). 

Для перевірки правильності побудови епюр необхідно дотримува-
тись наступних правил: 

– на ділянках, де не має розподіленого навантаження (q=0), 
епюра Qy (рис. 4.2, б) окреслена прямою, паралельною базі, а 
епюра Мх − похилою прямою (рис. 4.2, в − ділянка ВD); 

– на ділянках, де діє рівномірно розподілене навантаження 
(q=const), епюра Qy обмежується похилою прямою, а епюра Мх 
− квадратичною параболою(рис. 4.2, б, в − ділянка АK, AC, CD)3; 

– у перерізах, де Qy=0 (змінює знак), на епюрі Мх має місце екс-
тремум, а дотична до епюри Мх − паралельна базі (рис. 4.2, б, в); 

– у перерізах, де до балки прикладені зосереджені сили на епю-
рі Qy будуть стрибки на значення прикладених сил у напрямі 
їх дії (рис. 4.2, б, точки А, В, D), а на епюрі Мх будуть перело-
ми, при чому, вістря перелому напрямлене проти дії сили 
(рис. 4.2, в, точка A); 

– у перерізах, де до балки прикладені зосереджені моменти на 
епюрі Мх мають місце стрибки на значення цих моментів, а на 
епюрі Qy ніяких змін не буде (рис. 4.2, б, в, точка С)4. 

                                                           
3 Оскільки епюру Мх будуємо на стиснутих волокнах, то опуклість параболи 
звернена в бік, протилежний напряму дії навантаження q. 

Ділянка ВD (переріз ІV−ІV):

0≤z≤ l2−а2=2 м 
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RB
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Після побудови епюр Qy і Мх знаходимо небезпечний переріз там, 
де діє максимальний за абсолютною величиною згинальний момент. 

Найбільший згинальний момент (небезпечний переріз) має місце в 
точці С з боку ділянки DС, тобто Мхmaх=110 кН·м (рис. 4.2, в). 

Виберемо переріз двотаврової балки з умови міцності за нормаль-
ними напруженнями 

σmax=Мхmaх/Wх≤[σ], 

звідки 

Wх=Мхmaх/[σ]=
160

10110 3−⋅ =0,6875·10−3 м3=687,5 см3. 

За таблицею сортаменту вибираємо двотавр №36, для якого 
Wхтаб=743 см3, а Jх=13380 см4. 

Тоді максимальні напруження в двотаврі будуть такими 

σmaх= 3

3

107430
10110

−

−

⋅
⋅

,
=148,05 МПа, 

що менше за допустиме напруження на 7,5%. Це відхилення відрізня-
ється від норми, при чому, в сторону збільшення коефіцієнту запасу. 
Нормативна розбіжність між допустимими і максимальними напру-
женнями знаходиться в межах ±5%. 

[1, С. 237−255; 3, С. 220−231; 267]. 

                                                                                                                                       
4 Напрям стрибка залежить від напряму зовнішнього моменту. 
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